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Teste N.º 1

Matemática A

Duração do Teste (Caderno 1+ Caderno 2): 90 minutos

11.º Ano de Escolaridade

Nome do aluno: ___________________________________________ N.º: __ Turma: ___

Este teste é constituído por dois cadernos:

· Caderno 1 – com recurso à calculadora;

· Caderno 2 – sem recurso à calculadora.

Utilize apenas caneta ou esferográfica de tinta indelével, azul ou preta.

Não é permitido o uso de corretor. Em caso de engano, deve riscar de forma inequívoca

aquilo que pretende que não seja classificado.

Escreva de forma legível a numeração dos itens, bem como as respetivas respostas. As

respostas ilegíveis ou que não possam ser claramente identificadas são classificadas com

zero pontos.

Para cada item, apresente apenas uma resposta. Se escrever mais do que uma resposta a

um mesmo item, apenas é classificada a resposta apresentada em primeiro lugar.

As cotações encontram-se no final do enunciado da prova.

Para responder aos itens de escolha múltipla, não apresente cálculos nem justificações e

escreva, na folha de respostas:

· o número do item;

· a letra que identifica a única opção escolhida.

Na resposta aos itens de resposta aberta, apresente todos os cálculos que tiver de efetuar e

todas as justificações necessárias.

Quando, para um resultado, não é pedida a aproximação, apresente sempre o valor exato.
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CADERNO 1: 45 MINUTOS

É PERMITIDO O USO DA CALCULADORA.
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1. Considere a figura onde está representado o triângulo [ܥܤܣ] , retângulo em .ܤ

Sabe-se ainda que:

· തതതതܦܣ = 12;

· ܥመܣܤ = 40°;

· α é o ângulo agudo tal que cosα =
ଵଶ.

Determine .തതതതܥܤ
Apresente o resultado arredondado às décimas.

Se, em cálculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no mínimo, três casas

decimais.

2. Na figura está representada, num referencial o.n. ,ݕݔܱ a circunferência trigonométrica.

Sabe-se que:

· o ponto ܣ tem coordenadas (1,0) ;

· [ܥܤ] é um diâmetro da circunferência trigonométrica;

· os pontos ܦ e ܧ pertencem ao eixo ;ݕܱ

· as retas ܦܤ e ܥܧ são paralelas ao eixo ;ݔܱ

· α é a amplitude, em radianos, do ângulo ܤܱܣ e α ∈ ቃ஠ଶ ,πቂ.
2.1. Mostre que o perímetro da região a sombreado na figura é dado, em função de α, por:݂(α) = 2(1 + sen α − cosα)

2.2. Sabe-se que, aumentando em 1 radiano um determinado valor de α, o perímetro da região a

sombreado na figura diminui 20%.

Determine, recorrendo às capacidades gráficas da calculadora, o valor de α.

Na sua resposta:

· equacione o problema;

· reproduza, num referencial, o(s) gráfico(s) da(s) função(ões) visualizado(s) na

calculadora que lhe permite(m) resolver a equação;

· apresente o valor de α, em radianos, com aproximação às centésimas.

2.3. Seja β tal que
஠ଶ < β < π.

Sabendo que tg (π − β) =
ଵଷ, determine o valor exato de ݂(β) .

Apresente a sua resposta na forma ܽ + ܾ√ܿ, com ܽ,ܾ,ܿ ∈ ℚ.
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2.4. Considere agora a função de domínio ,ܨ ℝ, definida por (x)ܨ = 2(1 + sen ݔ − cosݔ) e a

função ݃ definida por (ݔ)݃ = ܨ ቀ஠ଶ + ቁݔ − π)ܨ + (ݔ .

Qual das expressões seguintes pode também definir a função ݃?

(A) − 4 cosݔ
(B) 4 sen ݔ
(C) 4 (cosݔ + senݔ)

(D) 4 (cosݔ − senݔ)

3. Seja ܦ o domínio da função ݂ definida por (ݔ)݂ = cosቀ௫ଶቁ + tg(2ݔ) .

Assim, ܦ é igual a:

(A) ℝ \ ቄݔ: ݔ =
஠ଶ + ݇π,݇ ∈ ℤቅ

(B) ℝ \ ቄݔ: ݔ =
஠ଶ +

௞஠ଶ ,݇ ∈ ℤቅ
(C) ℝ \ ቄݔ: ݔ =

஠ସ +
௞஠ଶ ,݇ ∈ ℤቅ

(D) ℝ \ ቄݔ: ݔ =
஠ସ + ݇π,݇ ∈ ℤቅ

FIM DO CADERNO 1

COTAÇÕES (Caderno 1)

Item

Cotação (em pontos)

1. 2.1. 2.2. 2.3. 2.4. 3.

20 20 20 20 8 8 96
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CADERNO 2: 45 MINUTOS

NÃO É PERMITIDO O USO DA CALCULADORA.
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4. Qual é o valor da expressão senଶ(15°) + senଶ(75°) − tg(10°) × tg(80°)?

(A) −1 (B) 0 (C) 1 (D) 2

5. Prove, para todo o ݔ onde a igualdade tem significado, que:

(sen ݔ − cosݔ)ଶ
cosଶݔ + senଶݔ × (1 + tgଶݔ) = (1 − tgݔ)ଶ

6. Considere dois ângulos ଵݔ e ଶݔ que satisfazem a seguinte condição:ݔଶ ∈ ]−π,0[ ∧ ୡ୭ୱ௫భୱୣ୬௫మ < 0 ∧ tgݔଵ × sen ଶݔ > 0

A que quadrante pertence ?ଵݔ

(A) Primeiro (B) Segundo (C) Terceiro (D) Quarto

7. Considere as funções reais de variável real ݂ e ݃ definidas por:݂(ݔ) = 1 + 2sen ቀ3ݔ +
஠ଷቁ e (ݔ)݃ = 2 − 2sen2ݔ + √3 cosݔ

7.1. A função ݂ é uma função periódica de período:

(A)
஠ଷ (B)

ଶ஠ଷ (C) 3π (D) π
7.2. Determine uma expressão geral dos minimizantes de ݂.

7.3. Determine os zeros da função ݃ no intervalo ]−π,π[ .

8. Seja θ um valor pertencente ao intervalo ቃπ,
ଷ஠ଶ ቃ.

Para cada ݇ ∈ ℝ, considere a condição 2 senθ = 1 −݇ଶ.
Determine os valores reais de ݇ para os quais a condição é possível.

Apresente o resultado utilizando a notação de intervalos de números reais.

FIM DO CADERNO 2

COTAÇÕES (Caderno 2)

Item

Cotação (em pontos)

4. 5. 6. 7.1. 7.2. 7.3. 8.

8 20 8 8 20 20 20 104
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TESTE N.º 1 – Proposta de resolução

Caderno 1

1. α é o ângulo agudo tal que cosα =
ଵଶ.

Logo, α = 60°.

Assim:

· ܥ෡ܦܣ = 180° − 60° = 120°

· ܣመܥܦ = 180° − 120° − 40° = 20°

· ܦመܥܤ = 180° − 90° − 60° = 30°

1.º processo

Pela lei dos senos, tem-se que:ୱୣ୬ଶ଴°ଵଶ =
ୱୣ୬ସ଴°஼஽ ⇔ ܦܥ =

ଵଶ× ୱୣ୬ସ଴°ୱୣ୬ଶ଴°

Logo, ܦܥ ≈ 22,553.

Também se tem que:ୱୣ୬ଽ଴°ଶଶ,ହହଷ =
ୱୣ୬଺଴°஻஼ ⇔ ܥܤ =

ଶଶ,ହହଷ× ୱୣ୬଺଴°ୱୣ୬ଽ଴°

Logo, ܥܤ ≈ 19,531.

Assim, ܥܤ ≈ 19,5.

2.º processo

Seja ݔ = ܥܤ e ݕ = .ܦܤ

Sabemos que:

ቐ tg60° =
௫௬

tg40° =
௫ଵଶା௬ ⇔ ൝ ݕ3√ = ݔ

tg40° =
√ଷ௬ଵଶା௬ ⇔ ቄ __________

12tg40° + tg40°ݕ = ݕ3√
⇔ ቄ ݕ3√__________ − tg40°ݕ = 12tg40°

⇔ ቄ 3√)ݕ__________ − tg40°) = 12tg40°

⇔ ൜ ݕ__________ =
ଵଶ୲୥ସ଴°√ଷି୲୥ସ଴°

Assim, ݕ ≈ 11,276.

Logo, ݔ = √3 ݕ ≈ 19,531.

Então, ܥܤ ≈ 19,5.
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2.

2.1. ݂(α) = 2൫ܱܤ + ܦܱ + ൯ܦܤ = 2൫1 + senα + (−cosα)൯ = 2(1 + senα − cosα)

2.2. Sabe-se que, para um determinado valor de α, ݂(α + 1) = ݂(α) − 0,2 × ݂(α) , isto é,݂(α + 1) = 0,8 × ݂(α) .

Pretende−se, então, resolver a equação:

2(1 + sen(α + 1) − cos(α + 1)) = 0,8 × 2(1 + senα − cosα)

Recorrendo à calculadora gráfica:

Assim, α ≈ 2,22 rad.

2.3. tg(π − β) =
ଵଷ ⇔ −tgβ =

ଵଷ ⇔ tgβ = − ଵଷ
· Como 1 + tgଶβ =

ଵୡ୭ୱమஒ, tem-se que:

1 +
1

9
=

1

cosଶβ ⇔ 10

9
=

1

cosଶβ ⇔ cosଶβ =
9

10⇔ cosβ = ± ට ଽଵ଴⇔ cosβ = ±
ଷ√ଵ଴

Como
஠ଶ < β < π, vem que cosβ < 0. Logo, cosβ = − ଷ√ଵ଴ଵ଴ .

· Como tgβ =
ୱୣ୬ஒୡ୭ୱஒ, tem-se que:

− 1

3
=

senβ− 3√10
10

⇔ senβ =
1

3
×

3√10

10
⇔ senβ =

√10

10

Assim:݂(β) = 2(1 + senβ − cosβ) = 2 ቆ1 +
√ଵ଴ଵ଴ − ቀ− ଷ√ଵ଴ଵ଴ ቁቇ =

= 2 ቀ1 +
√ଵ଴ଵ଴ +

ଷ√ଵ଴ଵ଴ ቁ =

= 2 ቀ1 +
ସ√ଵ଴ଵ଴ ቁ =

= 2 +
ସହ √10

Observe-se que, como α ∈ ቃ஠ଶ ,πቂ ,então cos α < 0. Logo, ܦܤ = −cosα.

ଵݕ = 2(1 + sen(ݔ + 1) − cos(ݔ + 1) ଶݕ( = 0,8 × 2(1 + senݔ − cosݔ)
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2.4. Opção (B)݃(ݔ) = ܨ ቀπ
2

+ ቁݔ − π)ܨ + (ݔ =

= 2 ൬1 + sen ቀ஠ଶ + ቁݔ − cos ቀ஠ଶ + ቁ൰ݔ − 2൫1 + sen(π + (ݔ − cos(π + ൯(ݔ =

= 2(1 + cosݔ − (−senݔ) ) − 2(1 − senݔ − (−cosݔ) ) =

= 2 + 2cosݔ + 2senݔ − 2 + 2senݔ − 2cosݔ =

= 4senݔ
3. Opção (C)ܦ = ቄݔ ∈ ℝ: ݔ2 ≠ π

2
+ ݇π,݇ ∈ ℤቅ =

= ቄݔ ∈ ℝ: ݔ ≠ ஠ସ +
௞஠ଶ ,݇ ∈ ℤቅ =

= ℝ\ ቄݔ: ݔ =
஠ସ +

௞஠ଶ ,݇ ∈ ℤቅ
Caderno 2

4. Opção (B)

senଶ(15°) + senଶ(75°) − tg(10°) × tg(80°) = senଶ(15°) + cosଶ(90° − 75°) − ୱୣ୬(ଵ଴°)ୡ୭ୱ(ଵ଴°)
×

ୱୣ୬(଼଴°)ୡ୭ୱ(଼଴°)
=

= senଶ(15°) + cosଶ(15°) − ୱୣ୬(ଵ଴°)ୡ୭ୱ(ଵ଴°)
×

ୡ୭ୱ(ଽ଴°ି଼଴°)ୱୣ୬(ଽ଴°ି଼଴°)
=

= 1 − ୱୣ୬(ଵ଴°)× ୡ୭ୱ (ଵ଴°)ୡ୭ୱ(ଵ଴°)× ୱୣ୬(ଵ଴°)
=

= 1 − 1 =

= 0

5.
(ୱୣ୬௫ିୡ୭ୱ௫)మୡ୭ୱమ௫ାୱୣ୬మ௫ × (1 + tgଶݔ) =

ୱୣ୬మ௫ିଶୱୣ୬௫ୡ୭ୱ௫ାୡ୭ୱమ௫ଵ ×
ଵୡ୭ୱమ௫ =

ୱୣ୬మ௫ାୡ୭ୱమ௫ିଶୱୣ୬௫ୡ୭ୱ௫ୡ୭ୱమ௫ =

=
ଵିଶୱୣ୬௫ୡ୭ୱ௫ୡ୭ୱమ௫ =

=
ଵୡ୭ୱమ௫ − ଶୱୣ୬௫ୡ୭ୱ௫ୡ୭ୱమ௫ =

=
ଵୡ୭ୱమ௫ − 2

ୱୣ୬௫ୡ୭ୱ௫ =

= 1 + tgଶݔ − 2tgݔ =

= (1 − tgݔ)ଶ
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6. Opção (D)

Como ଶݔ ∈ ]−π,0[ , vem que senݔଶ < 0 e, como
ୡ୭ୱ௫భୱୣ୬௫మ < 0, então cosݔଵ > 0.

Por outro lado, como tgݔଵ × senݔଶ > 0, então tgݔଵ < 0.

Então, ଵݔ é tal que cosݔଵ > 0 e tgݔଵ < 0, o que se verifica no 4.º quadrante.

7.

7.1. Opção (B)݂(ݔ) = 1 + 2sen ቀ3ݔ +
஠ଷቁ

· ݂ ቀݔ +
஠ଷቁ = 1 + 2sen ቀ3 ቀݔ +

஠ଷቁ +
஠ଷቁ = 1 + 2sen ቀ3ݔ +

ସ஠ଷ ቁ, logo não é verdade que para todo

o ݔ se verifique ݂ ቀݔ +
஠ଷቁ = (ݔ)݂

· ݂ ቀݔ +
ଶ஠ଷ ቁ = 1 + 2sen ቀ3 ቀݔ +

ଶ஠ଷ ቁ +
஠ଷቁ = 1 + 2sen ቀ3ݔ + 2π +

஠ଷቁ =

= 1 + 2sen ቀ3ݔ +
஠ଷቁ =

= (ݔ)݂ ݔ∀, ∈ ℝ, logo ݂ é periódica  de período
ଶ஠ଷ .

· ݔ)݂ + 3π) = 1 + 2sen ቀ3(ݔ + 3π) +
஠ଷቁ = 1 + 2sen ቀ3ݔ + 9π +

஠ଷቁ =

= 1 + 2sen ቀ3ݔ + π +
஠ଷቁ =

= 1 + 2sen ቀ3ݔ +
ସ஠ଷ ቁ, logo não é verdade que para

todo o ݔ se verifique ݔ)݂ + 3π) = (ݔ)݂ .

· ݔ)݂ + π) = 1 + 2sen ቀ3(ݔ + π) +
஠ଷቁ = 1 + 2sen ቀ3ݔ + 3π +

஠ଷቁ =

= 1 + 2sen ቀ3ݔ + π +
஠ଷቁ =

= 1 + 2sen ቀ3ݔ +
ସ஠ଷ ቁ, logo não é verdade que para todo oݔ se verifique ݔ)݂ + π) = (ݔ)݂ .

7.2. Sabemos que:−1 ≤ sen ቀ3ݔ +
஠ଷቁ ≤ 1 ⇔ −2 ≤ 2sen ቀ3ݔ +

஠ଷቁ ≤ 2⇔ −1 ≤ 1 + 2sen ቀ3ݔ +
஠ଷቁ ≤ 3

Temos que ௙′ܦ = [−1,3] .−1 é então mínimo de ݂, logo os minimizantes são os valores de ݔ tais que (ݔ)݂ = −1.
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1 + 2sen ቀ3ݔ +
஠ଷቁ = −1 ⇔ sen ቀ3ݔ +

஠ଷቁ = −1 ⇔ ݔ3 +
஠ଷ =

ଷ஠ଶ + 2݇π,݇ ∈ ℤ⇔ ݔ3 =
ଷ஠ଶ − ஠ଷ + 2݇π,݇ ∈ ℤ⇔ ݔ =

଻஠ଵ଼ +
ଶ௞஠ଷ ,݇ ∈ ℤ

7.3. (ݔ)݃ = 0

Assim:

2 − 2senଶݔ + √3cosݔ = 0 ⇔ 2(1 − senଶݔ) + √3cosݔ = 0⇔ 2cosଶݔ + √3cosݔ = 0⇔ cos2)ݔcosݔ + √3) = 0⇔ cosݔ = 0 ∨ 2cosݔ + √3 = 0⇔ ݔ =
஠ଶ + ݇π,݇ ∈ ℤ ∨ cosݔ = − √ଷଶ⇔ ݔ =
஠ଶ + ݇π ∨ ݔ = ±

ହ஠଺ + 2݇π,݇ ∈ ℤ
No intervalo ]−π,π[ , os zeros de ݃ são − ஠ଶ,

஠ଶ ,
ହ஠଺ e − ହ஠଺ .

8. 2senθ = 1 − ݇ଶ ⇔ senθ =
ଵି௞మଶ

Como θ ∈ ቃπ,
ଷ஠ଶ ቃ, então −1 ≤ senθ < 0. Assim:

−1 ≤ 1 − ݇ଶ
2

< 0 ⇔ −2 ≤ 1 − ݇ଶ < 0 ⇔ 1 − ݇ଶ ≥ −2 ∧ 1 − ݇ଶ < 0⇔ 3 − ݇ଶ ≥ 0 ∧ 1 − ݇ଶ < 0

⇔ −√3 ≤ ݇ ≤ √3 ∧ (݇ < −1 ∨ ݇ > 1)

Logo, ݇ ∈ ൣ−√3,−1ൣ ∪ ൧1,√3൧.

Cálculos auxiliares

· 3 − ݇ଶ = 0 ⇔ ݇ଶ = 3 ⇔ ݇ = ± √3

· 1 − ݇ଶ = 0 ⇔ ݇ଶ = 1 ⇔ ݇ = ± 1


