Teste de Matematica A
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Teste N.° 3
Matematica A
Duracéao do Teste: 90 minutos
11.2 Ano de Escolaridade
Nome do aluno: N.2: Turma:

Na resposta aos itens de escolha mdultipla, selecione a opcéo correta. Escreva, na folha de

respostas, o numero do item e a letra que identifica a opgéo escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as
justificacdes necessarias. Quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximacao,

apresente sempre o valor exato.
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1. Qual das seguintes proposi¢des € verdadeira?
(A) Vay,a, € ]0,; [, o, < a, = sena; > senda,
(B) Yay,a, € ]gn [, o < oy = cosay < CoSdy
(C) 3ac ]n%“[ “tg o = 2020

2019

3 1
(D) EIaE]—“,Zn[:sena=—— A cosa=—
2 2020 2020

2. Na figura esté representado um quadrado [ABCD], de lado 2.
O ponto M é o ponto médio de [BC].

O ponto P desloca-se sobre o lado [CD] e, para cada posigao do ponto P,

considere $ a amplitude do angulo PAD (B € [O, ﬂ)

2.1. Mostre que a area do triangulo [AMP] é dada, em funcao de 3, por:

AB)=2—1tgf

2.2. Considere agora as fungoes reais de variavel real f e g definidas por:

fx)=2—-tgx e g(x)=2senxtgx+ 2

D P c
M

p
A B

Determine, recorrendo a processos exclusivamente analiticos, as abcissas dos pontos de

intersecao dos graficos das fungdes f e g.

3. Na figura esté representada, num referencial o.n. Oxy, a circunferéncia

de centro C que pode ser definida por:

NN

(x—2)2+@w+1)?=10
Sabe-se que A e B sao dois pontos da circunferéncia e que a area da

. , 20T
regiao sombreada & =

3.1. Qual é o valor do produto escalar CA - CE?

(A) —50v3 (B) -5 (C)5V3

B

v

(D) 5

3.2. Considere também o ponto D, ponto de intersecédo da circunferéncia com o semieixo positivo

das abcissas.

Determine a equagéo reduzida da reta t, reta tangente a circunferéncia no ponto D.
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4.

5.

y

Considere, num referencial 0.n. Oxyz, um prisma triangular reto.
Sabe-se que uma das bases do prisma esta contida no plano a de equagao —x + ;y +z— 42—7 =0e
que a outra base esté contida no plano 3 que contém o ponto A de coordenadas (1, 2, 3).
4.1. Em qual das opcdes se encontra uma condi¢ao que define o plano B?
(A) 2x—5y—2z+14=0
(B) 5x—2y+2z-7=0
(C) —x+3y+z+7=0

(D) 4x — 10y —4z+14 =0
4.2. Determine o valor exato da altura do prisma.

4.3. Considere os pontos B, C e D, dos quais se sabe que:

0 ponto B pertence ao plano a e tem abcissa e ordenada igual a 1;
e 0 ponto C pertence ao plano a e ao eixo das ordenadas;
e 0 ponto D pertence ao plano de equagado y = 1 e tem cota igual ao cubo da abcissa;

e 0s vetores BC e 0D sdo perpendiculares.

Determine a abcissa do ponto D, recorrendo a calculadora grafica.

Na sua resposta:

e equacione o problema;

e reproduza, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) funcao(des) que visualizar na calculadora e
que lhe permite(m) resolver a equagao, devidamente identificado(s);

e apresente a abcissa do ponto D, arredondada as milésimas.

Para um determinado valor real a, considere a sucessao (u,,) definida por:
u1 =a

1-u,
un+1=—2 , Vn€N

Qual é o terceiro termo desta sucessao?
1-a
(A) ==

(B) ="
1+a

C)—

1-a
(D) ==

A
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2n+5
n+1’

6. Considere a sucessao (u,) de termo geral u,, =

6.1. Estude a sucesséao (u,) quanto a monotonia.
6.2. Prove que a sucessao (u,) é limitada.
6.3. Considere a progressdo aritmética (v,), da qual se sabe que os dois primeiros termos séo

iguais aos dois primeiros termos da sucessao (u,).
Calcule a soma dos 20 primeiros termos de (v,,).

7. De dois vetores u e v, sabe-se que:

o |lull=3
e |I¥l=5
e sena= %;—4, onde a é o angulo agudo formado pelos vetores i e v.

Qual é o valor de ||u + 7||?

(m% (B) 6 (C) 15 (D) 36

- FIM -

COTACOES

ltem

Cotacéao (em pontos)
1.121.22.(3.1.[3.2. |41.|4.2. |43.|5.|6.1.[6.2. |63.|7.
8120 |20 | 8 |20 | 8 | 20 | 20 |8 | 20 | 20 | 20 | 8 | 200
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1.

y

TESTE N.2 3 — Proposta de resolucao

Opcao (C)

Na opcao (A) ndo se encontra uma proposi¢ao verdadeira, pois, no 1.% quadrante, a fungdo seno
nao € decrescente.

Na opcao (B) nao se encontra uma proposicao verdadeira, pois, no 2.2 quadrante, a funcido cosseno
nao € crescente.

Na opc¢éao (C) encontra-se uma proposicao verdadeira, ja que, no 3.% quadrante, tga > 0 e existe a
tal que tga = 2020.

Na opcao (D) ndo se encontra uma proposi¢ao verdadeira, pois ndo existe um valor de a tal que

1 019 ., ~ et P . .
sena = ——— € cosa = —, ja que nao verifica a formula fundamental da trigonometria:

2
2020 2020
2 2
1 2019
sen®a + cos?a = (— —) + (—) 1
2020 2020

2.1. A[AMP] = A[ABCD] - A[ABM] - A[APD] - A[MPC] =

_ 92 ABXBM _ PDXAD _ CPXMC _
- 2 2 2
2x1 2tgPx2  (2-2tgf)x1 _ Calculo auxiliar

2 2 2

=4 _
thz%@ﬁzZtgﬁ
=4—-1-2tgB—1+tgp=

=2 —tgf c.q.d.

CP=2-PD=2-2tgp

2.2. Pretende-se os valores de x € R tais que f(x) = g(x):
2 —tgx = 2senx tgx + 2 © 2senx tgx +tgx = 0
& tgx(2senx+1) =0

© tgx=0 V 2senx+1=0

1
ox=kmk€Z V senx = —-

S x=kt VvV x:—g+2kn \Y x=%+2kn,k€l

3.1. Opcao (B)
Seja a 0 angulo céncavo formado pelos vetores CA e CB.

. ' , 20T ~
Como sabemos que a area da regidao sombreada é = entao:

20m 2
Acirculo 3 PN ‘r[X(le) —

2T a 2T

20Tt

3 201 41
—“— S bit=—a=—
a 3 3

A
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3.2

4.1.

4.2.

Assim:

CA.CB= ||E/_1)|| X || C_Ef|| X cos(2m—a) =

=\/1_0X\/1_OXCOS(2?H):
~10x(-})-
= -5

x—22+@+1)%?=10 A y=0 (x—-2)>+0+1)2=10 A y=0
©(x—=22=9 A y=0
©x—-2=3 V x—2=-3)Ay=0
©x=5 VvV x=-1) A y=0
Os pontos de intersecdo da circunferéncia com o eixo das abcissas tém coordenadas (5, 0) e
(—1,0).
Sendo que D tem abcissa positiva, entdo D (5, 0).
DC=C-D=(2-1)—-(50) = (-3,-1)
1

ch:3

Como t é perpendicular a DC, vem que m; = —3.
Logo, a equacao reduzida daretat é da formay = —3x + b,b € R. Como D(5,0) € t, vem que:
0=-3x54+beb=15

A equacao reduzida dareta t é, entdo, y = —3x + 15.

Opcao (A)

Como B é o plano que contém a outra base do prisma, entédo B € paralelo a a e contém o ponto A.
Assim, um vetor normal a B pode ser o vetor de coordenadas (—1,;,1) € uma equacao que
define o plano B é da forma —x + gy +z+d=0,deR ComoA € B, vem que:
~1+2x2+3+d=0ed=-7

O plano B pode, entao, ser definido pela condicdo —x + gy + z — 7 = 0 ou, de forma equivalente,

2x—5y—2z+14=0.

Seja I o ponto de intersecao entre o plano a € a reta perpendicular a a e que passa pelo ponto A.

A altura do prisma é, entao, a distancia entre os pontos A e I.

Equacao vetorial dareta Al: (x,y,z) = (1,2,3) + k (—1,%, 1),k ER
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Ponto genérico: (1 —k2+2k3+ k),k €eR

Para que o ponto pertenga ao plano «, tera que verificar:

5 5 47 25 47
—(1—k)+§<2+§k>+(3+k)—7=0<:>—1+k+5+7k+3+k—7=0

4 2
k=2
Assim, o ponto I (ponto de intersecdo de a com a reta AI) tem coordenadas
(1 ~2,2+3x2,3+ 2) = (-1,7,5).

A altura do prisma é:

dAD=(-1-1)2+ (7 -2)2+(5-3)2=V4+25+4=+33

4.3.

e B(1,1,2)
42 x14z-T Lo z=22
2 2
B(1,1,22)
* C(0,y,0)
47 47

5
—0+§y+0—7—0@y—?

C(O il 0)
,5 )

e D(x,1,x3),x ER

Como BC e 0D sao perpendiculares, tem-se que:

BC.OD =0 (—1,%,—22).@, 1,x3) =0 —x+2-222% =0

Determinemos o zero da fungéo f definida por f(x) = —x + % — 22x3, utilizando a calculadora

grafica:

A

v

0,705 x

A abcissa do ponto D é aproximadamente 0,705.
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5. Opc¢ao (C)

u1=a

1—-u, 1-—a
T T

1—a 2 1 a
y :1—u2=1—( 2 )27—7+7=1+a
3 2 2 2 4
6.

6.1 . _2(n+D+5  2n+5 _ 2n+42+45  2n45
e Ungr — Un = (m+1)+1  n+l  n+2 n+l

_ @2n+7)(n+1)-(n+2)(2n+5)
- (n+2)(n+1) -

_ 2n%42n+7n+7-2n2-5n—-4n-10 _
N (n+2)(n+1) N

-3

:m<0,VnEN

A sucessao (u,) € moné6tona decrescente.

6.2.u, =22 =242

n+1 n+1
Calculo auxiliar
n=>1vneN
2 1
Logo: n+5 n+
—2n—2 2
n+1>2
3

N
n+1 2
3 < 3
n+1 2
2+ <7

n+1 2

Por outro lado, também sabemos que, % >0,vn € N.
Logo, 2 + = >
n+1
Assim, 2 <u, < %,Vn € N, isto é, (u,,) € uma sucessao limitada.

(Note-se que podia igualmente ter sido provado que a sucessao (u,) € limitada, mostrando que
0<u,<5 vneN.

Observe-se que, por um lado, u,, > 0,vn € N e, por outro lado, tem-se que % < 3 e, logo,

Uy =2+——<5vneN)
n+1
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2+5 7
6-3-171 =u1 - =
1+1 2
o 2x245 _ 9
Va=W =75 737

Seja S,, a soma dos 20 primeiros termos de (v,,):

V1 +V:
520= 1220X20=

7+(-6)

=-2——x20=
2

= —25

7. Opcao (B)

Sabe-se que ||u + V|2

U+ V). (U + V).

Logo:

lU+?|>?=4.U+2Uu.0+v.0

I + 911 = [[ull* + 2 x |[ull x [|[#]| x cosa + [|7]|>

I+ ?)|? =32+ 2% 3 x5 X cosa + 52

1
<:>||ﬁ+13||2=9+30><ﬁ+25

& |li+ 32 = 36

Assim, [|i + 7] = 6.

Voo
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Calculos auxiliares
7 1
T =1, v1—3—5=—§
Vyo =11 +19X71r =
=2+19x(-3)=
=-6

Calculo auxiliar

2
44/14
sen’a + cos’a =1 <T> +cos?a=1

224
& cosla=1-—">—
225

2 1
& cosTa = —
225

- 1
Como « é agudo, cosa = P
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