Teste de Matematica A
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Teste N.°4
Matematica A
Duracao do Teste: 90 minutos
11.° Ano de Escolaridade
Nome do aluno: N.°%  Turma:

Na resposta aos itens de escolha multipla, selecione a opg¢ao correta. Escreva, na folha de

respostas, o numero do item e a letra que identifica a opcéo escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas
as justificacbes necessarias. Quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximagéo,

apresente sempre o valor exato.
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1. Seja f a funcéo, de dominio R, definida por:

flx) = (1—cosxsenx)(cos(—g+x) +sen(g+x))

1.1. Prove que f(x) = cos3x + sen3x.

1.2. Determine, recorrendo a processos exclusivamente analiticos, os valores de x que satisfazem

a condigéo f(x) = 2cos3x.

1.3. No intervalo [0, 1t ], o grafico da fungdo f tem um ponto A, cuja distancia a origem é igual a 2.
Recorrendo as capacidades graficas da calculadora, determine as coordenadas do ponto A4,
apresentando os valores aproximados as centésimas.

Na sua resposta deve:

e equacionar o problema;

¢ reproduzir num referencial, o(s) grafico(s) da(s) fungao(des) visualizado(s) na calculadora
que Ihe permite(m) resolver o problema, devidamente identificado(s), incluindo o referencial;

¢ indicar as coordenadas do ponto A, com a aproximagao pedida.

Se, nos calculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no minimo, duas casas

decimais.

2. Considere, num referencial o.n. xOy, uma reta r de inclinagao a.
1
Sabe-se que sena = 3

Qual pode ser a equacéo reduzida da reta r?

(A)y =Ex (B) y = 22x (€)y = —V3x D)y = —Lx

=

3. Considere, num referencial o.n. xOy, a circunferéncia definida pela equagao:
x2+(@y—-1)2=2
Sejam:

e A o ponto de intersegao da circunferéncia com o semieixo positivo das abcissas;

B o ponto de interse¢éo da circunferéncia com o semieixo positivo das ordenadas;

r a reta tangente a circunferéncia no ponto A4;

s a reta tangente a circunferéncia no ponto B;

C o ponto de intersecdo das retas r e s.

Determine o valor exato da area do trapézio [0ACB].
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4. Considere, num referencial 0.n. Oxyz, a superficie esférica de equacao:
x2+2x+yt—4y+2z2-2z=4

Seja C o centro da superficie esférica.

4.1. Qual das equagdes seguintes define uma reta perpendicular ao plano xOy e que passa no
ponto C?
(A) (x,y,2) = (-1,2,1) + k(1,0,0),k € R
(B) (x,y,2z) =(-1,2,1) + k(0,1,0),k € R
(C) (x,y,2) =(1,-2,-1) + k(0,0,1),k eR
(D) (x,y,2z) =(-1,2,3) + k(0,0,-1),k eR

4.2. Seja P o ponto da superficie esférica de abcissa negativa, ordenada 3 e cota 1.

Determine uma equacgao do plano que é tangente a superficie esférica no ponto P.

4.3. Seja A o simétrico do ponto C relativamente ao plano x0z. Determine a amplitude do angulo
AOC. Apresente o resultado em graus, arredondado as décimas.
Se, em calculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no minimo, trés casas

decimais.

5. Considera a sucesséo (u,) definida por:

="
Uy = —————=
n+ 2022
Qual das seguintes proposigdes é verdadeira?

(A) (u,)€é mondtona.
(B) (u,) nao é limitada.
(C) (u,) é convergente para 0.

(D) lim u, = 4o

. ~ 1 1 1 ..
6. O limite da sucesséao de termo geral u,, = 1 + % +ott W é:

(A) +oo (B) 0 (C)v2+2 (D)v2 -1

7. Sabe-se que (u,) € uma progressao aritmética de razéo 3.

Mostre que a sucessao definida por v, = 10%%r & uma progressdo geométrica e indique a raz3o.
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8. Considere as sucessoes (a,) e (b,,) definidas por:

an=9%§%;l e b,=VvnZ+1-n
Seja A =1lim a, € B =lim b,,.
Qual das seguintes afirmacdes é verdadeira?
(A) AXB =+
(B) AXB=—-»
(C) 2=+

(D) Z=0

- FIM -

COTAGOES

Item

Cotagao (em pontos)
11(1.2.(13.| 2. | 3. |41.|42.|43.|5.|6.|7.|8.
20| 20 | 25 (10|25 10 | 20 | 20 |10 |10 |20 |10 | 200
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1.

TESTE N.° 4 — Proposta de resolugao

11. f(x) = (1—cosxsenx)(cos(—g+x) +sen(g+x)) =

=(1—cosxsenx)(senx +cosx) =

= sen x + cosx — cosx sen’x — cos’x senx =
= cosx — cosx sen’x + senx — cos?x senx =
= cosx (1 — sen?x) + senx (1 — cos?x) =

= cosx X cos?x + senx X sen’x =

= cos3x + sen®x

1.2. f(x) = 2c0s3x © cos3x + sen®x = 2cos3x & sen3x = 2cos3x — cos3x

& sen3x = cos3

X
sen3x 3
=1 A cos’x#0
COs~ X

etgdx=1 A cosx#0

otgx=Y1 A x# +knkeZ
etgx=1 A x¢§+k1‘r,kEZ

T T
@x=z+kn A x¢5+kn, keZ

@x=%+kn, kel

1.3. Consideremos a fungao f, definida em [0, t]. Como A € um ponto do grafico de f, as coordenadas

y

de A sdo da forma (x, f(x)), ou seja, (x, cos3x + sen3x), com x € [0, m].

Para que a distancia de A a origem seja igual a 2:

d(0,4) = /(x — 0)2 + (cos3x + sen3x — 0)2 = 2, A

ou seja, y/x2 + (cos3x + sen3x)? = 2. 2 /
1

Recorrendo as capacidades graficas da calculadora, tem-se:

y1 = +/x2 + (cos3x + sen3x)? 0 77 L
Y2 =2
Seja I o ponto de intersecao.

Calculo auxiliar

As coordenadas de I séo (1,77; 2)
£(1,77) = cos®(1,77) + sen3(1,77) ~ 0,93

Logo, as coordenadas do ponto A séo

(1,77; £(1,77)), ou seja, (1,77; 0,93).

A
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2. Opgao (A)
1 2 2 1)2 2
sena=§<:)sen o + cos 0(=1<:)(§) + cos“a =1
@%+cosza=1
& cosla =2
9

Como tg?a+1 = COL vem que:

sZza’
tg2a+1=§@tg2a=%@tga=i%§
S tga = _‘?
S tga = i%ﬁ

S tga = i‘/g

Como o declive da reta r é tga, das opgdes apresentadas, apenas a reta de equagao y = \i—ix

cumpre as condicoes.

3. Seja D o centro da circunferéncia, D(0,1).
e A(x,0),comx >0
x’+(0-1)?2=2ex*2+1=2

oxi=1
S x=+1

A(1,0)

____/

e B(0,y),comy >0
P+@y-12=2eF-12=2
(:)y—1=i\/7
©y=1+V2 vy=1-+2
B(0,1+72)
1

. r:y=mx+b,ondem=—m—=1
AD

y=x+b
Como A € r, vem que:
0=14+bob=-1
rry=x-—1

e siy=1++2

¢ O ponto C é o ponto de intersegao das retas r e s:
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4.

y=x-1 - 1+\/§=x—1® x=2+2
y=1+2 y=1+v2

C2+v2,1++2)

Assim, a area do trapézio [0ACB] é:

BC+0A — (24++V2)+1
peroa xOBz—( +\/2_)+ x (1++2) =

_ (2)+an2)
2

_ 343V2+V242
= - =

_ 5+4v2
===

A[OACB] =

=24+2v2

T2

4.1. Opgao (D)

x2+2x+y?—4y+2z2-2z=4

©x?+2x+1+y?—4y+4+2z2-2z+1=4+1+4+1

eskx+1D?+@-22+(z-1%*=10

Assim, C é o centro da superficie esférica e tem coordenadas (-1, 2,1).

Para a reta ser perpendicular ao plano x0Oy, o seu vetor diretor tem de ser colinear com o vetor
(0,0,1). Assim, as opgdes (A) e (B) ndo podem ser uma equagao da reta pretendida.

Vejamos a qual das retas representadas, nas opgoes (C) e (D), o ponto C(—1,2,1) pertence:
(x,v,z)=(1,-2,-1) + k(0,0,1),k € R

(-1,2,1) =(1,-2,-1) + k(0,0,1), k € R

(-1,2,1) = (1,—-2,—-1 + k) — nado existe nenhum valor real de k nestas condic¢des.

(x,v,2z) =(—1,2,3) + k(0,0,-1),k € R

(-1,2,1) = (-1,2,3) + k(0,0,—1),k € R

(-1,2,1) = (-1,2,3 — k), que é uma proposicao verdadeira, para k = 2.

Logo, a reta de equacgao (x,y,z) = (—1,2,3) + k(0,0,—1),k € R contém o ponto C(—1,2,1) e é

perpendicular ao plano x0y

4.2. Sabemos que P(a,3,1), com a < 0, pertence a superficie esférica, logo:

y

(a+1)?+(B-22+(1-12?=10e(a+1)?>=9
©a+1=3 V a+1=-3

A
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©a=2 V a=-4
Como a < 0, entdo a = —4.
Assim, P(—4,3,1).
Como C é o centro da superficie esférica, CP é um vetor normal ao plano a:
CP = (—4,3,1) — (-1,2,1) = (=3,1,0)
Logo, uma equagédo do plano tangente a superficie esférica no pontoP € —-3(x+4)+ (y—3) =0,

que é equivalentea —3x + y — 15 = 0.

4.3.C(-12,1) e A(-1,-2,1)

Tem-se que A0C = (m) e cos (Wf O_C)) = %.
Entao:
—— ==\ _ (-1,-2,1).(-1,2,1) == ==\ _ 1-4+1
cos (OA,OC) = =220 o cos (OA,OC) ==
< COS (m,&:) = _§

Logo, (04,0C) = cos™ (1), isto ¢, (04,0C)) ~ 109,5°.

5. Op¢ao (C)
! se n éimpar
D" " n+2022
vk B ,
m sene par
1
"= 72023
1
Y2 = %024
_ 1
¥ = 72025
Como u; <u; A u, > ug, entdo pode concluir-se que (u,) € ndo monotona.
lim (— n+2022) =0~ e lim (n+2022) = 0%, logo lim(u,) = 0.

Além do referido, verifica-se que:

e quando n € impar, temos uma subsucessao de termos de (u,) crescente;

y ~ 1
e quando n é par, temos uma subsucessao de termos decrescentes e, como u; = ~ %053 €

<u, < L,Vn € IN, ou seja, (u,) € limitada.

1 1
u, = ——, vem que — ——
2023 2024

2024
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6. Opc¢ao (C)

1-(4)"
limu, =lim <1+i2+%+---+;> =lim< 1(‘/?) ><1>=

vz (2"

Soma de n termos de uma progressao

A <1
geométrica de razio 7 1.2termo 1

_ 10 4= V2 V2(VZ+1)
T2 T V2z-1 T (V2-1)(V2+1) T
VA
242 242
- (\/E)—Z—lz == T = 2 + \/E

7. Sabemos que u, ;1 = u, + 3,vn € N. Tem-se que:

2u
VUn+1 _ 107%n+2

— = 102Un+1—2Un — 102(un+3)—2un —
v 10%un

— 102un+6—2un —

=10% VneN

ou seja, (v,,) € uma progressao geométrica de raz&o igual a 10°.

8. Opgao (D)
g 3 2_ 6n3 1+1_L
A=lima, = lim & +2n3 1 n( = 5”3)=
n-2 —2n3(1-55)

6X(140-0)
—2x(1-0)

=-3

(+0-)  (VnZ+1-—-n)(Vn?2+1+n)
B =lim bn=lim(\/n2+1—n) = lim =
vnZ+1+n

. (Vn?+1)2-n?
=lim——=
vn2+1+n

Assim,AXB=-3x0=0; ==—=—-m € %=_=o_
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