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11.° Ano de escolaridade
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Na resposta aos itens de escolha multipla, selecione a opgdo correta. Escreva, na folha de respostas,

o nimero do item ¢ a letra que identifica a opgdo escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as

justificagdes necessarias. Quando, para um resultado, ndo é pedida aproximacdo, apresente sempre

o valor exato.

1. Na figura esta representada, num referencial

o.n. Oxyz , a piramide quadrangular regular de

base [04ABC] e vértice V.
Sabe-se que:

e oponto £ ¢é o centro da base da piramide;
e arcta VE pode ser definida pela equagdo

vetorial:

(x,y,2)=(-2,5,5)+k(1,2,2) , keR

e 0 volume da pirdmide é 108.

1.1.

1.2.

1.3.
1.4.

1.5.

Justifique que o plano da base da pirdmide pode ser definido pela equacao

x+2y+2z=0.
Mostre que o ponto E tem coordenadas (—4,1,1).

Mostre que a area da base da pirdmide ¢ igual a 36.

Determine as coordenadas do vértice ¥ sabendo que tem cota positiva.
Qual ¢é o valor do produto escalar AV -AC 2

(A) 36 (B) 18 ©) 2J18 D) 18

2. Considere, num referencial o.n. Oxyz , o plano « definido pela equagdo x—y =0 e o ponto

P de coordenadas (2,1,2).

Seja S o plano paralelo a & e que passa no ponto P.

Qual das seguintes condi¢gdes € uma equagao do plano £ ?

A
©
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2x—-2y=1 B) x+y=3

y—x=1 D) x-y=1
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4.

Na figura estao representados, em referencial VA
o.n. xOy: p

e areta r que interseta o eixo Ox no ponto

a4 4
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A de abcissa —4 e o eixo Oy no ponto B 0

de ordenada 2;

e uma circunferéncia que tem centro no

ponto C de coordenadas (4,-1);

e um ponto P que pertence a circunferéncia.

Sabe-se que areta r ¢ tangente a circunferéncia no ponto P.
3.1. Determine as coordenadas do ponto P.

3.2. Escreva uma equagdo que defina a circunferéncia.

3.3. Seja o ainclinagido dareta 7.

Determine o valor de:

sin’ (—a —7—;) xsin(2a)

3.4. Seja O o ponto do segmento de reta [ 4B] tal que A_Q =%@

Quais sdo as coordenadas do ponto QO ?

[?

(S

Quantas solugdes tem a equagdo tan x —cosx =0, no intervalo [g,

(A)  Zero (B) Uma
(C) Duas (D) Trés
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5.  Considere a fungdo f definidaem R por f(x)= 2(1 - ZCOS%).

5.1. Determine o contradominio de f .
5.2. Mostre que a fungdo f € periddica de periodo 6.
5.3. Na figura esta representada, num referencial
cartesiano xOy, o tridngulo [ABC] e a
restricdo da fungdo f ao intervalo [0, 6].

O ponto A pertence ao eixo Ox € 0s pontos.

B e C sdo pontos do graficode f com

ordenada 4.

Determine a area do triangulo [ABC].

6. Num referencial o.n. Oxyz , a interse¢@o dos conjuntos de pontos definidos pelas equagdes
X(y-1Y+(z-1) ' =le x=1¢&

(A) o conjunto vazio (B) um ponto

(C) um segmento de reta (D) uma circunferéncia

7. Na figura esta representada, num referencial o.n. xOy, a circunferéncia com centro na origem do

referencial e raio 2.
Sabe-se que:
e ospontos A4 e B pertencem a circunferéncia e aos semieixos positivos Ox e

Oy , respetivamente;

e P ¢éum ponto do arco AB, distinto de 4 e de B; yA

e oponto C pertence a semirreta OP; 3 c

e o segmento de reta [CA] é paralelo ao eixo Oy ; &

e ¢ ¢ o comprimento do arco AP.

Mostre que a expressdo que da area do tridngulo [ ACP] é: 0 4 x

2 nfg]-un(3]

FIM

Cotacoes

1.1.1.2.|{1.3.|14.|1.5.| 2. |3.1.(13.2.{33.|34.| 4. |5.1.|5.2.|53| 6. | 7. |Total
101515151010 | 15|10 | 15|10 (10 | 10 | 15| 15| 10| 15 | 200
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:

ar («a:amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; 7 : raio)

Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apdtema

2

Area de um setor circular: (@ : amplitude, em radianos, do angulo ao centro; r : raio)

Area lateral de um cone: mrg (r:raio da base; g : geratriz)

Area de uma superficie esférica: 4n 7> (7 : raio)

Volume de uma piramide: %x Area da base x Altura
Volume de um cone: %x Area da base x Altura

Volume de uma esfera: %n 7 (7 : raio)
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Proposta de resolucio

1.  VE:(x,»,z)=(-2,5,5)+k(1,2,2) , keR

1.1. Atendendo a que [OABCV] é uma piramide quadrangular regular de vértice V' e o

ponto E ¢é o centro da base, a reta VE ¢ perpendicular ao plano da base. Assim, o vetor
de coordenadas (1 ,2, 2) , por ser um vetor diretor da reta VE , é normal ao plano da

base da pirdmide pelo que este plano pode ser definido por uma equagio da forma

x+2y+2z+d=0. Atendendo que o plano passa na origem do referencial, vem d =0 .

Portanto, x+2y+2z =0 ¢ uma equacdo que define o plano da base da piramide.

1.2. Oponto E ¢ aintersecdo dareta VE com o plano da base.
(x,y,2)=(-2,5,5)+k(1,2,2) , keR <
<:>(x,y,z)=(—2+k,5+2k,5+2k), keR
Qualquer ponto da reta VE ¢ da forma (—2 +k,5+2k,5+ 2k) , keR . Pretendemos o

ponto da reta que pertence ao plano OAB , ou seja, o ponto que satisfaz a equacao:
x+2y+2z=0. Substituindo x, y e z pelas coordenadas de (-2 +k,5+2k,5+2k) ,

temos:

(2+k)+2(5+2k)+2(5+2k) =0
& 2+k+10+4k+10+4k=0<
&% =-18k=-2

Para k=-2, vem: (—2—2, 5+2x(-2), 5+2x(—2)) =(—4, 1, 1)

O ponto E tem coordenadas (—4,1,1).

13. 0(0,0,0) e £(-4,1,1)
A base [04BC] da pirdmide ¢ um quadrado de centro no ponto E .
OE(-4,1,1)

IOE] = J(=4) + 12 +1> =16 +1+1 =18

Seja x a medida do lado da base. Entdo a 4rea da base ¢ x” e

x2+x2=(2\/ﬁ)2c> ¢ B
o2 =4x18 < x* =2x18 < E i
& =36 2IE

A area da base da pirdmide ¢ 36. o x 4
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1.4. Comecemos por determinar a altura, /4, da pirdmide:

_ 1 .y
pirdmide ~ EX base

108=%><36><h<:>108=12hc>

108

<h <Sh=9 “ 0
12 x
[EVl=h=9
V=E+EV

EV éum vetor de norma igual a 9, colinear com o vetor # (1 ,2, 2) por ser um vetor

diretor da reta VE .
|@]=~12+22 +2* =9 =3

EV| =||kii]| =9

EV =kii,
ki) =9 = lkl]a]=9 =
< lklx3=9 <kl =3
Se |k|=3 entio k=3 ou k=-3
Se k=3
EV =kii=3(1,2,2)=(3,6,6)
V=E+EV=E(-4,1,1)+(3,6,6)=(~1,7,7)
Se k=-3
EV =kii=-3(1,2,2)=(-3,-6,-6)
V=E+EV=E(-4,1,1)+(-3,-6,-6)=(~7,-5,-5)

Como V' tem cota positiva, temos V' (-1,7,7).

1.5. Oponto E ¢ a projecdo ortogonal do ponto V' nareta AC f
AV - AC =l4E<I4cl =
=/18x 218 =2x18=36
Resposta: (A) JI8
A E C
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2. a’:x—y=0,P(2,1,2)
Como & e S sdo planos paralelos, o vetor i (1,-1,0), normal ao plano «, é também um
vetor normal ao plano £ .
Logo, uma equagdo do plano # édaforma x—y+d =0.
Dado que P(2,1,2) pertencea B,vem 2—-1+d=0<d=-1.
Portanto, x —y—1=0 é uma equacdo do plano £ .Ora,como x—y—-1=0< x—y=1, esta
equacao também define o plano £ .

Resposta: (D)

3. A(-4,0), B(0,2), C(4,-1)
31. AB=B-4=(0,2)—(-4,0)=(4,2)
Equagao vetorial da reta » (passa no ponto B e tem a diregdo de ﬂ?):
(x,7)=(0,2)+4(4,2) , keR < (x,y)=(4k,2+2k) , keR
Como o ponto de tangéncia, P, pertence a reta r, ¢ da forma P(4k, 2+ 2k)

Dado que reta » ¢ tangente a circunferéncia no
VA r

ponto P, tem-se que a reta € perpendicular ao p
. a . B
raio no ponto de tangéncia. A/'

Logo, AB-CP=0.

=V

Q'/

CP=P-C=(4k,2+2k)—(4,-1)=
=(4k—4,2+2k+1)=(4k 4,2k +3)

AB-CP=0<(4,2)-(4k—-4,2k+3)=0 <
S 16k-16+4k+6=0=0<

< 20k-10=0=20k =10

@k:—@k:l
20 2

o 1 1 1
Substituindo & por 5 em P(4k,2+ 2k), obtemos 4><5,2+2><5 =(2,3).

O ponto P tem coordenadas (2, 3).
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32. CP=P-C=(2,3)-(4,-1)=(-2,4)
Raio =GPl =\(-2)" + 4 =a+16 =420
Centro: C(4,-1)

Equacdo da circunferéncia: (x - 4)2 + ( y+ 1)2 =20

33. AB= (4,2) éum vetor diretor da reta r .

O declivedareta r € m= %

TN

e . 1 T
Se o ¢ ainclinagdo da reta r entao tanazsz e 0<a<5.
) 7 )
sin’ (—a —Tﬂsj xsin(2a)
. 2 8t m .
=sin _a__+5 X 2sinacoso =
. T .
=sin —4n+5—a x2sinacosa =

. .(T )
=sin"| ——a«a |x2sinacosa =
2
=cos’ ax2sinacosa =2cos’ asina

1 o
tana=— e O<a<—
2 2

1+tan® ¢ =—
cos’ a

IR 11 1 5 , 4
1+ —| = > <Sl+—= — & S—=—<>cos a=—
2 cos“ o 4 cos"a cosa 4 5

T 4 2
Como O<a<—,vem cosa >0, pelo que cosa =,[—=—=.
2 5 5

sina+cos’a =1
sinza-l—i:l<::>sin205=1—ic:>sin205=l
5 5 5
b . . 1 1
Como O<a<—,vem sina >0, pelo que sina=,/—=—.
2 575

2cos’ asina =2cos’ acosasina =

4 2 1 16 16

=2X—X—=

X— = — = —
5 U5 5 5x5 25
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34.
—_— _ 1 —_— - — _ 1 —
Se AQ = §QB entdo AQ _ZAB
Sendo M o ponto médio de [ AB] entdo O ¢ o ponto médio de [AM ]
A(-4,0), B(0,2)

-4+0 0+2
2 72

o25225Y: o

Em alternativa

M( ); M(-2,1)

Q=A+A—Q=A+iﬂ3=(—4,0)+%(4,2)=

SERNNINEE

Resposta: (A)

4. tanx —cosx=0< tanx =cosx

T T

No intervalo [ 17

[ a funcdo tangente toma todos os valores no intervalo [1 ,+ oo[ e a fun¢ao

V2

cosseno assume os valores do intervalo }0, 7} . Dado que estes intervalos sao disjuntos, a

E

equagdo tanx =cosx ¢ impossivel em [

N3

n
43
Resposta: (A)
5. f(x)=2(1—2cos%) , D, =R
5.1. xeR@%eR@—lScos%Sl@
<:>—2£—2c05%£2<:>
@1—2s1—2cos%31+2©

<:>2><(—1)S2(1—2005%)S2><3c>

S2<f(x)<6

D} =[2.6]

WS- 10
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5.2. Se xeD, entdo x+6€ D, porque D, =R

£(x+6) =2(1—2cos@):2(1—2c05%&‘) _

2(1 2cos(%+%)) - 2(1—2cos(%+2n)j -

= 2(1 - ZCOS%) = f(x) porque a fungdo cosseno é periddica de periodo 27 .

5.3. f(x)=4Axe[o,6]@2(1—2cos%)=4me[0,6]@

@1—2005%=%/\xe[0,6]<:>

@—2cos%=2—1me[o,6]®

©2cos%=—l/\nxe[0,6n]<:>

w_ 1, m
@cos?— 2/\ 3 e[O,ZTc]<:>

Sx=3-1lvx=3+lex=2vx=4

BC x4 _(4-2)x4
A[ABC] 2 =4

6. X +(y- 1)2 +(z- 1)2 =1 define uma superficie esférica de centro no ponto

C(O,l,l) eraio r=1.

ZA

A equacdo x =1 define um plano que passa no ponto | I

A(1,1,1). Como o vetor CA(1,0,0) é normal ao plano e 4

tem norma 1=r, podemos concluir que o plano ¢ tangente

a superficie esférica. Portanto, a intersecdo ¢ o ponto 4. '1';4’"3 + 4
Em alternativa, M

X (y-1) +(z-1) =lrx=1e

SP+(y-1) +(z-1) =lrx=1e
<::>(y—1)2 +(z—1)2 =0rx=1l<
oy=laz=lax=1<(xy,2)=(L1,1)

O plano interseta a superficie esférica no ponto de coordenadas (1,1, 1).

Resposta: (B)

'! Egirttgra 11
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7. Seja a a amplitude do angulo 40P e seja D a projegdo

de P no eixo Ox .

g:tanac>g=tana<:>a=2tana
04 2

0=D:cosa @0—D=cosa < OD =2cosa
OP 2

DA=04-0D=2-2cosa

Area do tridngulo [ACP] = % _

_ 2tana x(2—2cosa) _
2

=tanax(2—-2cosa)=

=2tana —2tana cosa =

=2(tana —sin)

¢ = comprimento do arco AP =ar

Como r=2,temos c=2aaa== ¢

2
Aep = 2(tana —sina) = 2(tan(§) - sin(%))
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