Teste de Matematica A

2021 /2022
Teste N.2 3
Matematica A
12.2 Ano de Escolaridade
Nome do aluno: N.2: Turma:

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

Nao é permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que nao seja classificado.
E permitido o uso de calculadora.

Apresente apenas uma resposta para cada item.

As cotacdes dos itens encontram-se no final do enunciado.

Na resposta aos itens de escolha multipla, selecione a opgéo correta. Escreva na folha de
respostas o numero do item e a letra que identifica a op¢ao escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas
as justificacbes necessarias. Quando para um resultado nao é pedida a aproximacao,

apresente sempre o valor exato.
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Formulario

Comprimento de um arco de circunferéncia
ar (a — amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r — raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema
Area de um setor circular:
O(Trz (a — amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r — raio)
Area lateral de um cone: r g (r — raio da base;

g — geratriz)
Area de uma superficie esférica: 4 wr? (r — raio)

aA . 1 4
Volume de uma piramide: 3 X Areadabase X Altura
1 z
Volume de um cone: 3 X Area da base X Altura

4 .
Volume de uma esfera: ; n r3(r — raio)

Progressoes
Soma dos n primeiros termos de uma progressao (u,)

Progressao aritmética: “1;J xn

_n

~ ;4. 1
Progresséo geométrica: u;, X —

Trigonometria

sen(a + b) = sena cosb +senb cosa

cos(a+b) =cosa cosb —sena senb

Complexos

(peie)n — pn eine

O+2km

Vpe® =3/pe n (k € {0,..,n—1}en€N)
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Regras de derivacao
u+v) =u + v
(wv) =v.v+uv
(E)I _uv—uv

v v2
W' = n.u"Lu'(n € R)
(senu)' = u'.cosu

(cosu) = —u'.senu

!

(tgw)' = —
COoS“u

e“) = u'.e
(a¥)' = u'.a*.lna (a € R* \ {1})

!

u
(Inw)' = —
u

ul

(logaw)' = (a€ R*\{1})

u.lna

Limites notaveis

lim(1+%)n=e(nEN)

. sen x
lim =1
x-0 X

.oe¥—1
lim
x-0 X

=1

. Inx
lim—=o0
X—>+00 X

X

. e
lim —=+o( €R)

xX—>+o X
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1. Num clube desportivo praticam-se as modalidades de futebol e voleibol, entre outras.
Sabe-se que, escolhido ao acaso um atleta deste clube, a probabilidade de ele ndo praticar
voleibol € o dobro da probabilidade de ele praticar futebol.
Sabe-se, ainda, que:
» dos atletas que praticam futebol, 1 em cada 3 pratica voleibol;
* 0 numero de atletas que praticam, pelo menos, uma das duas modalidades é o séxtuplo do
numero de atletas que praticam as duas modalidades.
1.1. Escolhe-se, ao acaso, um atleta deste clube.
Mostre que a probabilidade de o atleta escolhido praticar futebol é igual a 0,3.

1.2. O Sérgio, que é atleta desse clube, pratica futebol.
Escolhe-se, ao acaso, uma comissao constituida por dois atletas desse clube.

Sabe-se que a probabilidade de a comissao ser constituida por dois atletas praticantes de

11

futebol e ndo incluir o Sérgio o

Seja n 0 numero total de atletas desse clube.

Determine o valor de n.

Para resolver este problema, percorra as seguintes etapas:

* equacione o problema;

* resolva a equagao, sem utilizar a calculadora, a nao ser para efetuar eventuais calculos

numeéricos.

1.3. Admita que a equipa de voleibol deste clube vai participar na final nacional.
A comitiva vai deslocar-se num automével de cinco lugares e numa carrinha de dez lugares.
A comitiva é constituida por um dirigente, dois treinadores e doze jogadores.
A expressdo que da o numero de maneiras distintas de distribuir os quinze elementos da
comitiva pelos quinze lugares disponiveis, de modo que os condutores sejam o0s dois
treinadores e que o dirigente va no automovel, é:
(A) 2 x 123 x4lx %4,
(B) 2 x 245 x ‘A
(C) 2¢; x 4!x %4,
(D) 245 x A,
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2.

p

Na figura encontra-se representada graficamente a funcao g, de v 4

dominio R.

Seja (u,) a sucessao de termo geral u,, = % 3 -

A que é igual lim g(u,)? R
@ -2 (B3 (©-w (D+e (i -

. Seja f a fungao, de dominio R, definida por:

x—1
sex <1
Vx2+x+2—-2x
4
f(x) =1 - sex=1
5
3x3 —x2-3x+1
sex>1

\ —2x2—-x+3

Resolva os itens seguintes, sem recorrer a calculadora.
3.1. Averigue se a funcao f é continuaem x = 1.

3.2. Estude a funcdo f quanto a existéncia de assintotas horizontais ao seu gréafico e, caso

exista(m), escreva a(s) sua(s) equagao(oes).

. Seja g uma fungao, de dominio R, diferenciavel em todos os pontos do seu dominio.

Sabe-se que:

lim gx)—-9(2) _ 5
x-2 Xx2-2x

e limg(x)=3
x—2
Sejam A o ponto do grafico de g de abcissa 2 e t a reta tangente ao grafico de g no ponto A.

Qual é a equacao reduzida da reta que passa em A e € perpendicular a reta t?

(A) y=—15x+3;
(B) y=—1x+75
(C) y=—;x+7
(D) y=—;x+7

N
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5. Numa certa linha n do tridngulo de Pascal tem-se que "C; — "C,_; + "C34 — "Cs¢ = 0.
Qual é o produto do segundo elemento pelo antependltimo elemento dessa linha?
(A) 1904 (B) 8100 (C) 117 480 (D) 360 450

6. Seja f a fungdo, de dominio ]—g +oo[, definida por:

1
tg x sen x se—§<xSO
f&) =

2sen® x + 1 sex >0

O argumento da fungéo esta expresso em radianos.

6.1. Em relacado as assintotas verticais do grafico da fungao f, qual das afirmagdes € verdadeira?
(A) O grafico de f ndo tem assintotas verticais.
(B) A reta de equagao x = 0 é a Unica assintota vertical.

(C) A reta de equagéo x = —g € a Unica assintota vertical.

(D) Asretas deequagdox =0e x = —g sao as Unicas assintotas verticais.

6.2. Sem recorrer a calculadora, estude a fungédo f quanto ao sentido das concavidades do seu
grafico e quanto a existéncia de pontos de inflexao no intervalo |0, rt[.
Na sua resposta, apresente:
* 0(s) intervalo(s) em que o grafico de f tem a concavidade voltada para baixo;
» 0(s) intervalo(s) em que o grafico de f tem a concavidade voltada para cima;

» as coordenadas do(s) ponto(s) de inflexdo do grafico de f, caso exista(m).

7. Considere um determinado numero real a e a fungéo f, de dominio R, da qual se sabe que:
* f é continua;
* fla=fla+6)=0;
* f(a+3)<0.
Mostre que a equagéo f(x) = f(x + 3) tem, pelo menos, uma solugdo no intervalo ]a, a + 3[.
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xg(x)+x%-3x —0

8. Em relacdo a uma certa fungdo g, de dominio R*, sabe-se que xlirfoo .

Seja a reta r a assintota obliqua ao grafico de g.

Considere, num referencial 0.n. Oxy, a representacao grafica da funcao f, de dominio R, definida

por f(x) = 2sen(x) + cos(x), a reta r e o triangulo [0AB] tal que:

» o ponto A é o ponto de intersegao do grafico da fungéo f com a reta r, de menor abcissa;

* 0 ponto B é o ponto de interse¢ao do grafico da funcdo f com a reta r, de maior abcissa.

O argumento da fungao f esta expresso em radianos.

Determine, recorrendo as capacidades graficas da sua calculadora, a area do triangulo [0AB],

com aproximacgao as centésimas.

Pode realizar algum trabalho analitico antes de recorrer a calculadora.

Na sua resposta, deve:

» reproduzir o grafico ou os graficos das fungdes que tiver necessidade de visualizar na
calculadora, devidamente identificado(s), incluindo o referencial;

» assinalar os pontos A e B;

» desenhar o triangulo [0AB];

 indicar as coordenadas dos pontos A e B, com arredondamento as centésimas.

9. Nafigura estao representadas, em referencial 0.n. Oxy, partes ya f
dos graficos das fungbes f e g e a reta t, tangente,

simultaneamente, ao gréafico de f e ao grafico de g.

Sabe-se que: ¢
 afungéo f, de dominio R, é definida por f(x) = x?; N
0] X
» afuncao g, de dominio R\{0}, é definida por g(x) = % g
Determine, sem recorrer a calculadora, a equacao reduzida
daretat.
FIM
COTACOES
ltem
Cotacao (em pontos)
11. | 1.2. | 1.3. 2. 31. | 3.2. | 4. 5. 6.1. | 6.2. 7. 8. 9. Total
18 18 10 10 20 20 10 10 10 18 18 20 18 200
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1.

1.1.

1.2.

y

TESTE N.2 3 — Proposta de resolucao

Consideremos os seguintes acontecimentos:

V: “praticar voleibol” F: “praticar futebol”
Sabemos que:

« P(V)=2P(F)

.« PUVIF) =1

« PWUF)=6P(VNF)

Ento:

e P(")=2P(F) e 1—-PV)=2P(F) e P(V)=1-2P(F)

. _1_ PWVnF) _1 _1
P(VIF) =5 & 5> =5© PV NF) =P(F)

« PVUF)=6P(VNF) & P(V)+P(F)—P(VNF)=6P(V NF)

& P(WV) +P(F)—-7P(VNF)=0
——— —_——
1—2P(F) §P(F)

© 1-2P(F)+P(F) —2P(F) = 0
o -2P(F) =-1
o P(F) ==

< P(F)=0,3

Logo, a probabilidade de o atleta escolhido praticar futebol é igual a 0,3.

Seja n 0 numero total de atletas desse clube.
Seja m 0 numero de atletas desse clube que praticam futebol.

O numero de comissdes constituidas por dois atletas desse clube é igual a "C, .

O numero de comissdes constituidas por dois atletas praticantes de futebol que n&o incluem o

Sérgio éiguala ™1, .

Como sabemos que a probabilidade de a comissao ser constituida por dois atletas praticantes de

~ . ;e g 11 ~
futebol e n&o incluir o Sérgio é igual a oo entao:

m-ic, 11 W 1 Calculos auxiliares
= —— = —
nc, 156 nn-1 156 m-1,~ _ (m-D! _ (m-1)(m-2)(m-3)! _ (m-1)(m-2)
2 2 7 21(m=3)
(m-1)(m-2) _ 11
n(n-1) 156 ne, - _ne-nme2!
2 21(n—2)!
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e 156(m—-1)(m—2) =11ln(n—1)

& 156(m? —3m+2) = 11(n? —n)
Sabe-se que, escolhido ao acaso um atleta deste clube, a probabilidade de ele praticar futebol é
igual a 0,3. Entao, 0,3n representa o nimero de atletas desse clube que praticam futebol, isto é,
m = 0,3n:

& 156(0,09n2 — 0,9n + 2) = 11n? — 11n

& 14,04n? —140,4n + 312 — 11n%2 + 11n =0

< 3,04n% —129,4n+ 312 =10

_129,44,/(=129,4)2—4x3,04X312

on
6,08
_ 129441138
- 6,08
15,6
on=40 VvV n=——
6,08

Como n € N, entdo n = 40.

1.3. Opcao (A)
A expressao que da o niumero de maneiras distintas de distribuir os quinze elementos da comitiva
pelos quinze lugares disponiveis, de modo que os condutores sejam os dois treinadores e que o
dirigente va no automoével, é 2 x *2¢; x 4! x %4, .
2 é o numero de maneiras distintas de escolher, dos dois treinadores, quem vai a conduzir 0
automaével e quem vai conduzir a carrinha.
Como o dirigente vai no automével, entdo teremos que escolher 3 jogadores, de entre os 12
disponiveis. Assim, 2C; é o nimero de modos distintos de escolher quais os 3 jogadores que,
juntamente com o dirigente, ocuparao os 4 lugares (de nao condutor) do automével e 4! é o
namero de modos de trocar os 4 lugares entre si.
Finalmente, restam 9 jogadores para serem distribuidos pelos 9 lugares (de ndao condutor) da

carrinha, o que pode ser feito de °A, maneiras distintas.

2. Opcao (A)

2 3
lim w,, = lim =22 € lim S22V — i n(-1+3)va _
v (V) n

= lim ((—1 +3) \/ﬁ) = (=14 0) X (+00) = —co

Assim, lim g(u,) = xlirpoog(x) = —2.
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3.

3.1. f é continua em x = 1 sse existir lin} f(x), isto &, lir?_f(x) = linln+f(x) = f(1).
X— x— X—

0
x—1 (,-9,) . (x-1)(Vx2+x+2+2x)

e lim f(x) = lim —— im =
x—>1—f( ) x-1- VaZ+x+2-2x  x-1 (VaZ+x+2-2x)(VxZ+x+2+2x)

(-1 (VxZ+x+2+2x)

= lim — e Calculo auxiliar

- lim (x—1)(VxZ+x+2+2x) _ _3 1 2
x-1" —3x2+4+x+2

- lim (-1 (VxZ+x+2+2x) 1 -3 =2

x—>1~ (x=1)(—3x-2)

. VxZ+x+2+42x
= lim —————==

x-1" -3x-2
—3x2+x+2=(x—-1)(-3x—-2)
=550
Calculos auxiliares
4
5 3 -1 -3 1
1 3 2 -1
3x3—x2-3x+1 (%) (x—1)(3x%+2x-1) 3 2 1| 0=R
. _ . - - g . - - — —_ =
xll)r%f(x) - x“l{h —-2x2-x+3 x“l% (x-1)(-2x-3)
- lim 3x2+2x-1 _ 3x3 —x2—3x+1=(x—-1)GBx2+2x—1)
x—1t —2x-3
_ 342-1 -2 -1 3
===
4
=-z 1 -2 -3
-2 -3 0=R
4
- f=-%
—2x2—x+3=(x—-1)(-2x—3)
Logo, f é continuaem x = 1.

. . x—1 . x-=1
32 lim x) = lim ——= lim ——— =
x—>—oof( ) x—>—00 VX2+x+2 —2x x—>—00 2 1,2
X 1+;+x—2 —2X
1
. x—1 . x—1 . x(1——
= lim T= lim T= lim % =
X—>—00 1,2 X—>—00 _ 1,2 X——00 _ 1,2
|x| 1+x+x2 2x x/1+x+x2 2x x( ’1+x+x2 2)
. 1—§ 1 1
= Jm A2 T3
xXo—o _\[1+9_1c+12 -2

A reta de equagao y = —% € assintota horizontal ao grafico de f quando x — —co.
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3(g_1_3 L
lim f(x) = lim 223 _ gy TV 772 ) G2t

xX—+00 x—+o0  —2xZ-x+3 xX—+co xz(—2—1+12)

X X

13 .1
— lim x(3-3-32+5) __Fex3
xX—>+00 —2—l+i2 -2
X X

Como o valor obtido ndo € um numero real, o grafico de f nao admite assintota horizontal quando

X — +o00,

4. Opcao (B)
lim 29793 _ 5 o, i I0-9D) _ 5 o Jjy L ¢ |im L2092 _ 5
x—>2 X4=2x x—2 x((x-2) xo2X  x-2 x—2

x-2 xX—2
s limM =10
x—-2 x—2

x)

Seja m; o declive da reta t. Como m; = lirr% %, tem-se que m; = 10. Uma reta perpendicular a
xX— -

. 1 . 1
reta t tem declive ——, ou seja, ——.
me 10

Assim, a equacao reduzida da reta pretendida é da formay = — 1—10x +b.

Como a fungéo é diferenciavel em todos os pontos do seu dominio, entdo é continua em todos os
pontos do seu dominio, em particular em x = 2. Logo, }Cirr% gx)=g(2).

Como chig g(x) = 3, entdo A tem coordenadas (2, 3).

Assim.

1 1
3=—Ex2+b=>b=3+§

16
4:)b=?

~ . P . N . 6
A equacéo reduzida da reta que passa em A e é perpendiculararetat é y = — %x + 1?

5. Opcao (D)
"Ci— MCpoqg+ "C3p— "Css =0 n—n+ "C35— "Cs=0
& "C34 = "Cs
Logo, n = 34 4+ 56 = 90.
Assim, o produto do segundo elemento pelo antependltimo elemento da linhan = 90 é:
900, x 2%Cgg = 90 x 4005 = 360 450
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6.
6.1. Opcao (C)

lim f(x) =£(0)
x—0
lim f(x) = lim (2sen?x+1)=2x0+1=1
x—0% x—-0%
Como os limites laterais sdo ambos numeros reais, pode concluir-se que a reta de equagdo x =0

nao é assintota vertical do grafico da fungéo f.

l(im J)= lim tgxsenx =(-0o) x(-1) = +o
x-(-Z x-(-Z
2 2

A reta de equacgéo x = —g € assintota vertical ao grafico da funcao f, e é Unica, pois a fungéo f é

continua em ]—% 0[ e em ]0, +ool.

6.2. Em ]0, [, tem-se que:
f'(x) = (2sen®? x + 1)) = 2 X 2senx X (senx)’ =
= 2 X 2senx X cosx =
= 2sen(2x)
f'"(x) = (ZSen (Zx))’ =2 X% 2cos(2x) =
= 4 cos(2x)
f'(x)=0
4cos(2x) =0 cos (2x) =0
@2x=g+kn,kez

T kT
@x—z+7,kEZ

Em ]0, [, os zeros de f" séo% e ‘%’T

X 0 n 31
4 e T
Sinal de " + 0 - 0 +
Sentido das
concavidades do V] P.l. n P.I. u
graficode f
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Calculos auxiliares
T 21 T 1
f (E) =4cos(?)=4cos(§) =4><§=2>0

f (g) - 4cos(27n) = 4cos(m) = 4 x (—=1) = —4 < 0

y (51‘[) 4 (1011) 4 (51‘[) 4 1 250
u— —_— ) = ) = X ==
f 5 cos 3 cos 3 >

) - 2sent (41-25(2) +1-2

2

f(:%[)=25en2(:%[)+1=2x<\/7§> +1=2

O grafico da funcdo f tem a concavidade voltada para cima em ]O,ﬂ e em [%“n[ e a
concavidade voltada para baixo em E%ﬂ]

Os pontos de inflexao sdo os pontos de coordenadas G 2) e (%ﬁ 2).

7. Provar que a equacgado f(x) = f(x + 3) tem, pelo menos, uma solu¢cdo no intervalo la,a + 3[ é
equivalente a provar que f(x) — f(x + 3) = 0 tem, pelo menos, uma solucdo no intervalo ]a,a + 3[.
Consideremos a funcdo g, de dominio R, definida por g(x) = f(x) — f(x + 3).

» g écontinua em [a,a + 3], por se tratar da diferenca entre duas fun¢des continuas.

c g@=fl@-fla+3)=0-f(a+3)=

=—f(a+3)>0
<0
gla+3) = f(a+3)—f((a+3)+3)=f(a+3)—f(a+6)=
=f(a+3)-0=
=f(a+3)<0

Assim, g(a +3) < 0 < g(a).
Logo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, concluimos que:
Ac€la,a+3[:g(c)=0
isto é:
dc€la,a+3[:f(c)—f(c+3)=0e3cela,a+3[:f(c)=f(c+3)
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8.

. xg(x)+x%-3x
lim X9G)+x"—3x
xX—+00

=0 xl_i)rlloo(g(x) +x—-3)=0& xl_i)rlloo(g(x) —(—x+ 3)) =0

Logo, a reta de equacao y = —x + 3 é assintota obliqua ao gréafico de g quando x — +. Ou seja, a
reta r é definida por y = —x + 3.

Recorrendo as capacidades gréaficas da calculadora, tem-se:

vy, = 2sen(x) + cos(x)

9.

y

Vo = —X + 3
\yA
A(aq,a;)
A 1
B(blﬁ bZ)
\3 a,~=084ea, = 2,16
0 x b, ~ 4,85eb, ~ —1,85
B Calculo auxiliar
—x+3=0x=3
V2

Seja C a intersecdo da reta r com o eixo Ox. Para determinar a area do tridngulo [0AB], vamos
decompd-lo em dois tridngulos de base [0C]. Tem-se que 0C = 3.

3x216 3x|-1,85|
A[OAB] = > + > =~ 6,02

Seja A o ponto de tangéncia da reta t com o gréafico de f e seja B 0 ponto de tangéncia da reta t
com o grafico de g.
A(a, a?)

B(b.3)b#0
f'(x) =2x

, 1
9'(x) = )

Como a reta tangente ao gréafico de f em A e a reta tangente ao grafico de g em B sdo a mesma

reta, concluimos que f'(a) = g'(b). Assim:

1

! 1 1
f(a)=g(b)4:>2a=—b—24:)a=_ﬁ

Entéo,A(— L2 )

2b2’ 4p*

Sy
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Vamos entao determinar o declive da reta AB, em funcdo de b, através das coordenadas dos

pontos A e B:
101 4b3-1 4b3-1
__ b ab* __ _4b* __ _4b* __
mAB - b+L - b+L — 2p3+1
2b2 2b2 2b2
_ 2b%(4b3-1)
T 4b*(2b3+1)
_ 4b3-1
T 2b2(2b3+1)

Por outro lado, como a reta AB é a reta tangente ao gréfico de g, no ponto B, entdo o seu declive é
igual a g'(b), ou seja, myp = —biz.

Entao:
4b3 -1 1 4b3 —1
26220 +1) b2 2023 +1)
& 4b3 —1=-2(2b3+1)
© 4b3 —1=—4b3 -2

-1

& 8h3=-1
o bpd=-2
8
ob=-1
2
1 1
mABz—b—zz—Tz—Ll-
4
tty=—4x+d

Como o ponto B (—% —2) pertence a reta, entao:

1
—2=—4<—7>+d<:>—2=2+d<:>—4=d

A equacdo reduzidadaretat é y = —4x — 4.
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