Teste de Matematica A

2021 /2022
Teste N.25
Matematica A
12.2 Ano de Escolaridade
Nome do aluno: N.2: Turma:

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

Nao é permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que nao seja classificado.
E permitido o uso de calculadora.

Apresente apenas uma resposta para cada item.

As cotacdes dos itens encontram-se no final do enunciado.

Na resposta aos itens de escolha multipla, selecione a opgéo correta. Escreva na folha de
respostas o numero do item e a letra que identifica a op¢ao escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas
as justificacbes necessarias. Quando para um resultado nao é pedida a aproximacao,

apresente sempre o valor exato.
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Formulario

Comprimento de um arco de circunferéncia
ar (a — amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r — raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema
Area de um setor circular:
O(Trz (a — amplitude, em radianos, do adngulo ao centro; r — raio)
Area lateral de um cone: nr g (r — raio da base;

g — geratriz)
Area de uma superficie esférica: 4 mr? (r — raio)

aA . 1 4
Volume de uma piramide: 3 X Areadabase X Altura
1 z
Volume de um cone: 3 X Area da base X Altura

4 .
Volume de uma esfera: ; n r3 (r — raio)

Progressoes
Soma dos n primeiros termos de uma progressao (u,)

Progressao aritmética: “12—“" Xn

_n

~ ;4. 1
Progresséo geométrica: u;, X —

Trigonometria

sen(a + b) = sena cosb +senb cosa

cos(a+b) =cosa cosb —sena senb

Complexos

(peie)n — pn eine

O+2km

Vpe® =3/pe n (k € {0,..,n—1}en€N)

N
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Regras de derivacao
u+v) =u + v
(wv) =v.v+uv
(E)I _uv—uv

v v2
W' =n.u"Lu' (n € R)
(senu)' = u'.cosu

(cosu) = —u'.senu

!

(tgw)' = —
COoS“u

e“) = u'.e
(a¥)' = u'.a*.lna (a € R* \ {1})

!

u
(Inw)' = —
u

ul

(logaw)' = (a€ R*\{1})

u.lna

Limites notaveis

lim(1+%)n=e (n € N)

. sen x
lim =1
x-0 X

.oe¥—1
lim
x-0 X

=1

. Inx
lim—=o0
X—>+00 X

X

. e
lim — =+ (p € R)

xX—>+o X
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1. Numa turma de 12.%2 ano, nem todos os alunos estao inscritos no exame de Matematica A.
Relativamente a essa turma, sabe-se que:
* 0 numero de raparigas € metade do numero de alunos que estdo inscritos no exame de
Matematica A;
» um terco dos alunos inscritos no exame de Matematica A séo raparigas;
* em cada sete rapazes, trés nao estao inscritos no exame de Matematica A.
Escolhe-se, ao acaso, um aluno da turma.
Determine a probabilidade de esse aluno ser um rapaz e estar inscrito no exame de Matematica A.
Apresente o resultado na forma de percentagem.

2. Um saco contém nove cartdes, indistinguiveis ao tato, numerados de 1 a 9.
2.1. Retiram-se, simultaneamente e ao acaso, quatro cartées do saco.
Qual é a probabilidade de a soma dos niumeros saidos ser par?

(A) = (B) — ©) 5 (D)

126 126

2.2. Colocam-se os nove cartdes em cima de uma mesa, lado a lado, em linha reta.
Determine a probabilidade de, ao colocar os cartdes, nimeros que nao sejam primos nao
ficarem em posi¢des consecutivas. Apresente o resultado na forma de fragao irredutivel.

3. Seja g a fungao, de dominio ]—m, nt[, definida por g(x) = 4x + 2cos x + cos?x.

Resolva os itens seguintes, recorrendo a processos exclusivamente analiticos.

3.1. Considere o grafico da funcao g representado num referencial 0.n. Oxy.
Considere:
» A o ponto do grafico de g de abcissa 0;
» r aretatangente ao grafico de g em 4;
» s areta perpendicular a reta r em 4;
* B e C os pontos de interse¢do, respetivamente, da reta r e da reta s com o eixo das

abcissas.

Determine o valor exato da &rea do tridngulo [ABC].

3.2. Estude a fungao g quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto a existéncia
de pontos de inflexao.
Na sua resposta, apresente:
» 0(s) intervalo(s) em que o gréafico de g tem a concavidade voltada para baixo;
» 0(s) intervalo(s) em que o gréafico de g tem a concavidade voltada para cima;

» as abcissas do(s) ponto(s) de inflexdo do grafico de g.
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4. Seja f a fungdo, de dominio R, definida por f(x) = senx X cos x.

Sem recorrer a calculadora, prove que a equacdo f(x)+4x f'(x) = —f"(x) é possivel no

intervalo ]E E[
6’4l

5. Para um determinado ndmero real positivo k, considere a fung¢éo f, de dominio R, definida por:

eX —e?
—_ < =2
x2+3x+2 x
flx) = log k se —2<x<0
x’Inx +e? se x>0

Resolva os itens seguintes sem recorrer a calculadora.

5.1. Seja a um numero real positivo. Para qualquer valor de a,qual das expressdes pode
representar a taxa média de variagao da funcéo f no intervalo [a, 2a]?
(A) 3aln (16a)
(B) aln (16a3)
(C) aln (4a?)
(D) In (16a*)

5.2. Averigue se existe algum valor real k tal que a funcao f seja continua em x = —2.

Em caso afirmativo, indique esse valor.

5.3. Estude, no intervalo ]0,+oo[, a fungdo f quanto a monotonia e quanto a existéncia de
extremos relativos, e determine, caso exista(m), esse(s) extremo(s).

Na sua resposta, apresente o(s) intervalo(s) de monotonia.

6. Seja k um numero real.

kn
. ~ +1
Considere a sucessao (u,) de termo geral u,, = (%)
Sab limite d £ solugao d jo e () =
abe-se que o limite de (u,) é solugdo da equagdoe "\x/ = —..

Qual é o valor de k?
(A) —1 (B) 0 (C)1 (D) 2

7. Determine, sem recorrer a calculadora, os numeros reais que sao solugao da inequacao:
2x > In(3e* — 2)

Apresente o resultado sob a forma de intervalo ou reuniao de intervalos de numeros reais.
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8. Seja f a funcao, de dominio R*, tal que:
e lim f)+Inx _
X—+00 2x
. x?
sJim (2x -0 -5) = -1
Qual das equacgdes seguintes pode representar a assintota obliqua ao grafico de f?
(A)y=2x—-1
(B)y=-2x+1
Cy=2x+1
D)y=-2x-1
9. Em C, conjunto dos numeros complexos, considere 0s numeros:
7y = —%—\/;i, Z, =V2e* e  z3=22e{"M qe R
9.1. Determine, sem recorrer a calculadora, os valores de a que satisfazem a condicao:
Z_z - Z2 X Zl

9.2. Considere agora que o € En[

A qual dos quadrantes do plano complexo pertence o afixo do nUmero complexo z, + z3?

(A) Primeiro

(B) Segundo

(C) Terceiro

(D) Quarto

FIM
COTACOES
ltem
Cotacao (em pontos)
1. 21. | 2.2. 3.1. 3.2. 4. | 51.| 5.2. | 5.3. 6. 7. 8. 9.1. 9.2. Total
16 10 16 17 17 17 | 10 | 17 17 10 17 10 16 10 200

p

N
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TESTE N.2 5 — Proposta de resolucao

1. Opcao (A)

y

Consideremos os seguintes acontecimentos:
F: “Ser do sexo feminino.”

V: “Estar inscrito no exame de Matematica A.”
Sabe-se que:

* P(F) = ;P(M)

*P(FIM) =3
- P(FIF) = %
Entéo:
1 PFAM) 1
P(FIM) =3 & —prn==3
& P(F M) =P(M)
P(mf)=;@%=;@P(ﬁn7)=;1)@)
& P(MnF)=2(1-3P(M))
o P(MnF)=2-=P(M)
© P(MUF) =2-=P(M)
©1-P(MUF)=2-2P(M)
‘:’1—P(M)—P(F)+P(MOF)+%P(M)=%
& 1—P(M) —1P(M) +1P(M) + = P(M) =2
N
@P(M)z%
1.3 1
- 3 1 2
P(FnM):P(M)—P(FnM)=§—§=g

Logo, a probabilidade de o aluno escolhido ser rapaz e estar inscrito no exame de Matematica A é

%, ou seja, 40%.

Sy
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2.
2.1. Opcao (D)
Nimero de casos possiveis: °C,

‘c, x 5¢C,

|
sairem 2 nimeros
parese

2 nimeros impares

NUmero de casos favoraveis: *C, +
N

sairem 4

nimeros
pares

A probabilidade pedida é igual a:
‘c, + *c, x °c, + °¢C,

9
C4-
2.2. Nimero de casos possiveis: 9!
NUmero de casos favoraveis: P_ P

+ 5,

-~
sairem 4
nimeros
impares

11

21

<
el
v
o

5 X 4 x4 x 3 X3 x 2 x2 x1 x1

A probabilidade pedida é igual a:
5! x4l 1
9 126

. A(0,g(0)) = (0,0 + 2cos0 + cos?0) = (0,3)
r:y = mx + b onde m = g'(0)
g'(x) = (4x + 2cosx + cos?x)’ =
=44 2 X (cosx)’ + 2cosx X (cosx)' =
=4 — 2 X senx — 2c0sx senx

g'(0) =4 — 2sen0 — 2cos0 sen0 = 4

riy=4x+b>b
Como A € r,vem que b = 3. Assim, r:y = 4x + 3.

siy = —%x+3, pois mg = —mi.

r

B é o ponto de interse¢ao da reta r com o eixo Ox, logo:

’(-2.0)

C é o ponto de intersegéo da reta s com o eixo Ox, logo:

0=4xr+3ex=-2

0=—ix+3ox=12 €(12,0)

Assim:
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3.2. Seja g a fungao, de dominio ]—m, nt[, definida por g(x) = 4x + 2cosx + cos?x.
Tem-se que:
g'(x) =4 — 2senx — 2cosx senx = 4 — 2senx — sen(2x)
9" (x) = —2cosx — 2cos(2x)
g'"'(x) =0 —2cosx —2cos(2x) =0
& —cosx = cos(2x)
& cos(m + x) = cos(2x)

on+x=2x+2kn V n+x=-2x+2knk€EZ

ox=n+2k V x=—§+%,k€2

Como x € |—m, [, vem que x = —g e x =§_

x —T W w T
3 3
Sinal de g"' n.d. + 0 - 0 + n.d
Sentido das concavidades | n.d. U P.I. n P.I. U n.d.
do gréfico de g

O grafico de g tem a concavidade voltada para cima em ]—n,—g] eem En[ e a concavidade

voltada para baixo em [—gg] tem dois pontos de inflex&o de abcissas x = —Z e x ==,
4. Seja f a funcao, de dominio R, definida por f(x) = sen x X cosx.
f'(x) = (senx)' X cosx +senx X (cosx)’ = cosx X cosx —senx X senx =
= cos?x —sen? x = cos(2x)
f""(x) = (cos(2x))' = —2sen(2x)
fO+4xf')==-f") e f)+4xf(x)+f'(x)=0

g(x)

< senx X cosx + 4 cos(2x) —2sen(2x) =0
gx)

Seja g a funcao, de dominio R, definida por g(x) = sen x X cosx + 4 cos(2x) — 2 sen(2x).

» g é continua por se tratar da soma de fungbes continuas. Em particular, g é continua em Eﬂ

* g (g) = sen (g) cos (%) + 4 cos (2 (g)) — 2sen (2 (%)) =
= son(2) o (2)+ 408 (2) - 25n(2) -
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*|&

[ee]
| |
o
3
N

9(§)>0, pois V64 > /27, isto &, 8 > /27.
o) =sen () s () + cms(2)) - 200 2(6)) -
= sen () cos (%) +4cos (%) - 2sen (%) =

=2 ax0-2x1=

o) <o<o()

Logo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, concluimos que:

306]6 4[ g)=0

isto é:

EICE]

Ic € ]E,Z[:f(c) + 4% f'(c) = —f"(c)

@+ axf @+ =0

Logo, a equagéo f(x) + 4 X f'(x) = —f"(x) € possivel no intervalo ]EE[

5.
5.1. Opcao (B)

fRa)-f(a) (2a)21n(2a)+e2—(a2lna+e2) _
2a-a a -

th[aZa]—

__ 4a?In(2a)+e?-a’Ina—e?

__4a?In(2a)-a’lna

a a

=4aln(2a) —alna = a(4In(2a) —

—aln( aa)—aln(16a3)

Voo
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5.2. f é continua em x = —2 se e s0 se existir limzf(x), isto é:
X—o=

Jim_fG) = lim, f(x) = f(=2)

eX¥—e~2

) xkznz- f@x) = xl}I—nz— xZ+3x+z

e—Z (ex+2_1) _

x_}znz_ (x+2)(x+1)

x+2

-2 . e -1 . 1
=e “ X lim X lim — =
x—>—2" X+2 x->—-2—"x+1

Considerando a mudanca de variavel y = x + 2;

x—>-2">y->0":

-2 . e¥-1 1

=e “ X lim X =
y-0~ Y —2+1

=e?x1x(-1)=

= _e—Z

«lim, f(x) = f(=2) = logk

Assim, logk = —e 2 & k = 107¢""

Calculo auxiliar

—344/32-4x1X2
2x1

x>+3x+2=0x=

Sx=-2Vx =-1

Ou seja, existe um valor real k tal que a funcéo f é continuaem x = —2: k = 107¢7",

5.3. Em ]0, +oo[ :

f'(x) = (x*Inx+e?) = (x?)' xInx+x?x (Inx) + 0 =

=2x1nx+x2x%=2xlnx+x=
=x (2lnx + 1)

f'(x)=0

x(2Inx+1) =0x=0V 2Inx+1=0

1
ox=0V lnx=—5

D —
€]0,+00[
X 0 e_% +00
x n.d. + + +
2lnx + 1 n.d. - 0 +
Sinal de ' n.d. — 0 +
Variacao de f n.d. min.
\ 1 /v
r(e72)
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Calculo auxiliar
2

Fe)= () () 4= et x (=) =~ Frrer=et

2

1 ., .. . _1
e? — - € minimo relativo em x = e z.

1 1
f é estritamente decrescente em ]O, e‘E] € é estritamente crescente em [e_E, +oo[.

6. Opcao (C)
kn kn
ek ()] ()
limu, = lim (m) = lim [n(1+%)] = lim (1+E)k" =
¢
— i (1+7) ] _
= 11Im ) ” T =
(1+3) ]
ek
= 97 =
= e_k

e
—k z ~ ~ —In(= 1 ~
Como e~* é solugdo da equacéo e n(Z) _ - entéo:

-k

e
—In(-&- 1 ln(—) _ L B
e (e‘k)=—2<:>e €)= 2o ek l=p2
e

S —k—1=-2
ok=1

7.D={xEIR:3ex—2>0}=]ln(§),+oo[

Calculo auxiliar

2 2
3ex—2>0<:)3ex>2<:>ex>§<:)x>ln(—>

3
Em ]ln (g),+00[:
2x > In(3e* — 2) © In (e?*) > In(3e* — 2) & e?* > 3e* — 2
Se?*—-3e*+2>0
Consideremos a mudanga de variavel e* = y:
y2—-3y+2>20oy<1vVv y=>2
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Calculo auxiliar

3+V9—4x2 3%1 + +

=) -
2 ) 1 2

eoy=2Vy=1

y*-3y+2=0ey=

Substituindo y por e*, vem:

ef<l ver=22ex<0V x=In(2)

A
vy

I .
|n(%) 0 In (2)
C.S. =|m(2),0]uin(2), +oo]
8. Opcao (C)

Seja y = mx + b a equacao da assintota nao vertical ao grafico de f quando x — +oo.

. f(x) +In(x) 1. f(x)+In(x)

lim ——=1—- lim —————=1
xX—+00 2x 2 x—+00 X

& lim &+ lim In(x) =2
xX—>+o00 X xXx—>+o00 X

D ———
limite notavel

o lim M 40=2

xX—+4o00 X

o lim 2=
x>+ X
~—

m
. x? _ x?
i (2e-re0-T5) = -t e i (f0 20T =1
. . ox?
< xl—1>I-;-ﬂoo(f(x) - zx) + xl—1>I-;-ﬂooe_x =1
& lim (f(x) —2x) + lim eix= 1
X—+ 0o X—+00 =

& lim (f(x) —2%) + ————=1
xoteo x1—1>£—noox_2

limite notavel
& lim (fx) —2x) +—=1
X—+co + o0
=3 lir;n (fx)—2x)+0=1
X—+00

= xgrpw(f(x) —-2x)=1
b
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9.

9'1'Z=szzl‘:>m=\/§ei“><ei4?ﬂ
& \2eil-® = \/Zei(oH%T)
o -—a=a+T+2kmk €L
@—2a=4?"+ 2k k€ Z

®a=—2?ﬂ+kn,kez

Calculo auxiliar

= (-3 (-2) -1
Seja 6 um argumento de z;:

3
th=_—i=\/3_’ A 663.9Q,10g06=4?n(p0rp10)
2

1

2

V3

2

9.2. Opcao (D)

= VZels 4 (—2vZelt) =

Zy + Z3 = \/Zeia + 2\/?3““"’”)
simétrico de 2+/2ei®
= —\/iei“ =
— \/Zei(aﬂt)

Como a € En[ entdo a + € ]37“ Zn[, isto &,

Sy

y
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o afixo de z, + z3 pertence ao 4.2 quadrante.
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