Teste de Matematica A

2019 /2020
Teste N.? 4
Matematica A
Duracéao do Teste: 90 minutos
11.2 Ano de Escolaridade
Nome do aluno: N.2: Turma:

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

Nao é permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que nao seja classificado.
E permitido o uso de calculadora.

Apresente apenas uma resposta para cada item. As cotag¢des dos itens encontram-se no

final do enunciado.

Na resposta aos itens de escolha multipla, selecione a op¢ao correta. Escreva, na folha

de respostas, 0 numero do item e a letra que identifica a opg¢éo escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresente todos os célculos que tiver de efetuar e
todas as justificacbes necessarias. Quando, para um resultado, ndo é pedida a

aproximacao, apresente sempre o valor exato.
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1. Considere as sucessoes (u,) e (v,) definidas por:

n se n<2020
u, = (n—2020)% e wv,=
cos(nm) se m=>2020

Em relacdo a estas sucessodes, podemos concluir que:

(A) sdo ambas mondétonas. (B) sdo ambas limitadas.
(C) (u,,) € monétona e nao limitada. (D) (v,) € nao mon6tona e limitada.

2. Sejam f e g as funcobes definidas por f(x) = 3 cos(2x) e g(x) = sen (—g + x) + acos(x), onde
a € um numero real superior a 1.
2.1. Afuncéo f € uma funcéo periédica de periodo:

(A) 3 (B); €)= (D) m

2.2. Qual é o contradominio da fung¢ao g, para qualquer valor de a?

(A) [a—1, a+1] (B)[1—a, a—1] (€) [-a,a] ) -3, 3|

2

2.3. Considerando a = 4 e recorrendo a processos exclusivamente analiticos, determine as

abcissas dos pontos de interse¢do dos graficos das fungbes f e g.

2.4. Considere, num referencial o.n. Oxy, o grafico da funcado f representado no intervalo

[—gg] e um triangulo [0AP].

Sabe-se que:

¢ 0s pontos A e P sao pontos do gréfico de f;

¢ 0 ponto A tem abcissa positiva e esta é o zero da funcéo f no intervalo considerado;

e P é um ponto do grafico da funcéo f e pertence ao segundo quadrante.

Determine, recorrendo a calculadora grafica, as coordenadas do ponto P, de modo

que a area do triangulo [0AP] seja igual a %

Na sua resposta deve:

¢ determinar analiticamente as coordenadas do ponto 4;

e equacionar o problema;

ereproduzir, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) funcao(des) visualizado(s) na
calculadora que Ihe permite(m) resolver a equagao, devidamente identificado(s),
incluindo o referencial;

e indicar as coordenadas do ponto P, com arredondamento as centésimas.
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3. Num referencial 0.n. Oxy do plano, considere:
e a circunferéncia de equagdo x?2 + y? = 25;
e a reta t tangente a circunferéncia no ponto de coordenadas (3, 4).
Seja a a inclinagao da reta t.

Determine, sem recurso a calculadora, o valor de cos a.

4. O limite da sucesséao de termo geral u,, = 1 + % + % +- 4 Sin e:

(A) 7 (B) (€)0 (D) +oo

5. Considere, num referencial 0.n. Oxyz:
¢ a superficie esférica de equacgao (x — 1)? + y% + z2 = 13;
¢ 0 ponto A de coordenadas A(1, 2, 3) pertencente a essa superficie esférica.

Recorrendo a processos analiticos, resolva os itens seguintes.

5.1.Seja B o ponto de intersegcdo da superficie esférica com o0 semieixo negativo das
ordenadas.
5.1.1. Seja M o ponto médio do segmento de reta [AB].

Se P pertencer ao plano mediador de [AB], entdo necessariamente:

(A) PA.PM =0 (BYAB.PM =0
(C)AB.PE =0 (D) AM.AP = 0

5.1.2. Determine a amplitude do &ngulo AOB.
Apresente o resultado em graus, arredondado as décimas.

5.1.3. Determine uma equacao cartesiana do plano 0AB.

5.2. Seja a o plano definido por:
2x—3y+11=0
Sabe-se que o plano o é tangente a superficie esférica.
Determine as coordenadas do ponto de tangéncia.
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6. Determine o primeiro termo de uma progressao aritmética, da qual se sabe que a soma dos
quatro primeiros termos é igual a 46 e que a diferenca entre o oitavo termo e o quinto termo é

igual a 9.

7. Considere as sucessoes (a,,) e (b,) definidas por:

4n3+n?-1
= e b,=Vvn?+1-n

n —2n3+n
Seja A =lima, e B =limb,,.
Determine o valor de A + B.
- FIM -
COTACOES
Iltem

Cotagéo (em pontos)
1./21.]22.|123.24.|3. |4.|51.1.|5.1.2. |51.3. |5.2. | 6. | 7.
8| 8 8 |20 | 20 |20 | 8 8 20 20 20 | 20| 20 | 200
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TESTE N.2 4 — Proposta de resolucao

1. Opcao (D)

e Em relagdo a sucessao (u,,), sabemos que é ndo monétona:
Uyg1e = (2019 — 2020)% = (-1)2 =1
Upoz0 = (2020 — 2020)2 = 0
Upezr = (2021 —2020)%2 = 1
Uz019 > U020 € Uz020 < Uzp21
A sucessao (u,) € nao limitada, pois nao existe nenhum numero real b tal que u, < b,vn e N
(observe-se que (u,) é a restrigdo ao conjunto N da funcao real de variavel real f definida por
f(x) = (x —2020)?).

e Em relagdo a sucesséo (v,,), sabemos que também é nao monétona:
Upp20 = €0s(2020m) =1
Uggz1 = €0s(2021m) = —1
Upp22 = €0s(2022m) =1
Uz020 > U021 € Uz021 < Uz022
A sucessao (v,,) é limitada, pois existem dois nimeros reais a € b tais que a < v, < b,Vn € N.
Por exemplo, a = —1 e b = 2019, ja que os primeiros 2019 termos da sucessdo sao os primeiros

2019 nameros naturais e, a partir do termo de ordem 2020, a sucessao varia apenas entre —1 e 1.

2.1. Opcao (D)
Para que o namero real P seja periodo de f, tera que se verificar f(x + P) = f(x),Vx € R.

. SeP=§:

f(x+g) = 3cos<2(x+g)> = 3cos(2x+2§> * f(x)

us

L4 SeP:E:

f (x + E) = 3cos (2 (x + E)) = 3 cos(2x + m) = —3cos(2x) # f(x)

2 2
o Sep==
3
21 21 m
f(x+—> = 3cos<2 (x +—)> = 3cos(2x+—> # f(x)
3 3 3
e SeP=T:
f e +m) = Beos(2(x + 1) = 3 cos(2x +2m) = 3cos(2%) = f(x), Vx € R, logo f & periédica de
periodo .
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2.2. Opcao (B)
g(x) = sen (—g + x) + a cosx = —cosx + a cosx =

=(a—1)cosx, coma>1

—1<cosx<1,vVxeR
—(a-1)<(@a—-1cosx<a—1,VxeR e a>1
—a+1<gx)<a-1
D'y=[1-aa-1]

2.3. Pretende-se os valores de x € R tais que f(x) = g(x):
T
3 cos(2x) = sen (_E + x) + 4 cos(x) © 3 cos(2x) = —cosx + 4 cos(x)

< 3cos(2x) = 3 cos(x)
& cos(2x) = cos(x)
©2x=x+2kn V 2x =—x+2kn kel

o x=2kn V 3x=2kn,k€Z

© x = 2kn Vx=%,kez

24. f(x) =0 3cos(2x) =0 < cos(2x) =0
<:>2x=g+kn,k€Z

T kTt
<:>x—1+7,kEZ

Em [—g,g],x = E, jaque x > 0.
Assim, as coordenadas do ponto 4 sao G 0).

Pretende-se as coordenadas de um ponto P do grafico de f que pertenca ao 2.% quadrante e tal

IXF) 1 4 A
ue + =-& =-. 4
A P £ ()
P 1
0 nA X> A (Z’ 0)
vy
»*
P y1 = 3cos(2x)

, 4

9 * Y2 ==

TT

As coordenadas do ponto P sdo (—0,57;1,27).
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3.1. Seja m, o declive dareta t e a a sua inclinagédo. Como t é Calculo auxiliar

tangente a circunferéncia de centro (0,0) no ponto T de

3

coordenadas (3,4), entdo m; = —m# =-7
OoT

Comom; =tga, entdotga = —2.

/O\m =
Q
v

1
cos2a’
9 1 25 1 4-0
—_ = S5 — = — =
16 cos?a 16 cos?a
16

& cos?a ==
25

Como 1 + tga = tem-se que:

1+

4
& cosa = ig
Como « é a inclinagéo da reta e tga < 0, entdo 90° < a < 180° e, como tal, cosa < 0, isto &,

cosa = 2
=-z

4. Opcao (A)

1,1 1 1
limu, = lim 1+=-+—=+-+= = lim
n 5 25 5
Soma de n termos de uma progressio
geométrica de razdo % e 1.°termo 1.

5.1.
5.1.1. Opcao (B) P
Se P pertencer ao plano mediador de [AB], entdo sabemos que

PM.AE = 0, pois o plano mediador do segmento de reta [AB] & A M B
um plano perpendicular a [AB] e que passa pelo médio de [AB].

5.1.2. O ponto B pertence ao semieixo negativo das ordenadas, logo as coordenadas de B sao

daforma (0,y,0), y e R".

Como também pertence a superficie esférica de equagao (x — 1)? + y? + z? = 13, tem-se
que:

0-12+y2402=13=2y?=12 & y=+/12

Logo, B(0,—V12,0).

0A=A-0=(,23) e |04|=Vv1Z+2Z2+32=+14
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0B=8-0=(0~T20) o [BC]= 0+ (~vT2)’+0? =iz
0A4.0B = ||04|| x ||0B|| x cos(40B)
(1,2,3).(0,—V12,0) = V14 X V12 x cos(A0B) < 0 — 2//12 + 0 = V14 x V12 x cos(40B)

—-2v12

= cos(A@B) = Tavis

Assim, AOB ~ 122,3°.

5.1.3. A(1,2,3) B(0,—/12,0)  0(0,0,0)
Seja 1 um vetor normal ao plano 0AB.

{ﬁ.O_A’=0®{ (a,b,0).(1,23)=0 {a+2b+3c=0

a=-3c
={* 20

Seja ¢ = 1, por exemplo. Entao, 71(-3,0,1).

O plano 0OAB é, entao, daforma —3x+ 0y +z+d =0,d € R.

Como 0(0,0,0) pertence ao plano, tem-se que:
0+0+0+d=0ed=0

Assim, uma equagao cartesiana do plano OAB é —3x + z = 0.

5.2. Seja I o ponto de tangéncia. Assim, I é o ponto de intersecao entre o0 plano o e a reta
perpendicular a a e que passa pelo centro €(1,0,0) da superficie esférica.
Equacao vetorial dareta CI: (x,y,2z) = (1,0,0) + k(2,—3,0),k € R
Ponto genérico: (1 + 2k, —3k,0), k € R
Para que o ponto pertenca ao plano «, tera que se verificar:
2(14+2k)—3(-3k)+11=0=2+4k+9% +11=0
< 13k =—-13
ok=-1
Assim, o ponto I tem coordenadas (1 + 2 x (—1),—3 x (—1),0) = (—1,3,0).

6. Seja (a,) a progressao aritmética, da qual se pretende determinar a,.

Seja S, a soma dos quatro primeiros termos:

at+a
S4= L 4)(4@46:(a1+a4)><24i)a1+a4=23
©aq +(ag +3r) =23
& 2a4 +3r =23
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Como ag — as = 9, vem que:
(as+3r)—as;=9e3r=9er=3

Assim:

20, +3r=23©2a;, +3%x3 =23 2a, = 14

(:>a1=7

o0
(E and+n?-1 . 4n3(1+i_i)

7.A =lima, = lim—

4x(140-0) _
—2x(1-0)

(+00—00) 72 _ 2
B =limb, =lim(\/n2 +1—n) = lim( n \/%:l_ 1+n) =
n n

(VnZ+1)2-n%

VnZ+i+n
n?+1-n?
VnZi+n

1

=lim———=
VnZ+1+4n

=lim

=lim

Assim,A+B=-2+0=-2.
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